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Sind die beiden Drehungspunkte A und B, und betrachtet man
den Punkt A, so wird dieser bei der Drehung um A liegen bleiben,
und bei der Drehung um B auf einen Punkt C fallen. Dreht man
dagegen zuerst um B, so fillt 4 auf C und darauf durch Drehung
um A auf einen Punkt D. CD oder DC ist also die Grosse der
Parallelverschiebung, welche hinzugefiigt werden muss, wenn die
Reihenfolge der beiden Drehungen verdndert wird.

17, Zweir Drehungen lassen sich zu einer zusammensetzen.

Die Drehungen mogen um die Punkte 4 und B vor sich gehen.
Von der Drehung, welche diese beiden erseizen soll, ist nur der Dre-
hungspunkt C unbekannt. Der Punkt 4 bleibt bel der Drehung um
A liegen, und fillt bei der Drehung um B auf einen Punkt A4,.
C muss nun so bestimmt werden, dass £ ACA, gleich der Summe
der gegebenen Drehungswinkel ist, wihrend das Verhéltniss CA4, : CA4
gleich dem Producte der gegebenen Drehungsverhiltnisse ist. Die
gegebenen Drehungswinkel und Drehungsverhaltnisse bestimmen also
die Winkel und die Verhiltnisse der Seiten in dem Dreick, dessen
Eckpunkte auf die drei Drehungspunkte fallen. Im Besonderen be-
achte man, dass, wenn zwei von diesen Punkten zusammenfallen,
alle drei zusammenfallen, wie oben gezeigt wurde, und dass, wenn
die gegebenen Drehungswinkel Null sind, die dreli Drehungspunkte
auf einer Geraden liegen. Die Drehungspunkte sind in diesem
Falle die Aehnlichkeitspunkte der Figuren, welche paarweise &hn-
lich liegen. Dieser Satz wird spater auf eine andere Art be-
wiesen werden,

18, Es wurde gezeigt, wie man durch Drehung und Inversion
dazu gelangt solche Punktsysteme zu betrachten, wo jedem Punkte
des einen Systems ein Punkt des anderen Systems, und jedem
Kreise des einen Systems ein Kreis des anderen Systems entspricht
(unter den Begriff Kreis die gerade Linie mit einbegriffen), und
ferner wurde gezeigt, wie eben dieser Zusammenhang die Bedeutung |
der erwihnten Transformationen fiir die elementare Geometrie be-
dingt. Es liegen deshalb Griinde vor zu untersuchen, ob es nicht
auch noch andere Transformationen giebt, bei denen Punkt und
Punkt sowie Kreis und Kreis sich gegenseitig entsprechen, wenn

alle Punkte der Ebene mit in beide Systeme aufgenommen
werden.
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A, B und C seien drei beliebige Punkte des einen Systems,
und @, b und ¢ die entsprechenden Punkte des anderen Systems.
M sei ein beliebiger Punkt des ersten Systems, der nur nicht auf
der Kreisperipherie ABC liegen darf. Den beiden Kreisen ABM
und BCM entsprechen zwei Kreise abm und bem des anderen Sy-
stems, und M muss deshalb m entsprechen. Die Abhéngigkeit
zwischen den beiden Systemen ist also vollstindig bestimmt durch
drei Punktenpaare. Nun beschreibe man in den Kreis ABC ein
Dreieck a,b,¢; o~ abc derartig, dass Aa,, Bb, und Cc, sich in
einem Punkte O schneiden. Diese Aufgabe ldsst sich leicht losen,
da die Winkel bei O bekannt sind. Hieraus geht hervor, dass man
durch Inversion aus dem System ABC ein dem System abc dhn-
liches System bilden kann, und dieses kann dann wieder durch eine
Drehung (und nothigenfalls durch eine Drehung um eine Axe) in
das System abde transformirt werden.

Dadurch ist bewiesen, dass zwei Systeme, in denen Punkt und
Punkt, Kreis und Kreis sich gegenseitiy entsprechen, immer durch
Drelung und Inversion in einander transformirt werden kinnen.

19. Aus den in der Drehungstheorie bewiesenen Séatzen lassen sich
neue Sitze von allgemeinerer Bedeutung durch die Methoden der
neueren Geometrie ableiten. Da diese Anwendungen dem  Plane
dieses Buches fremd sind, mag es geniigen ein Beispiel anzufiihren.
In 11 wurde bewiesen, dass eine gerade Linie, welche sich so be-
‘wegt, dass das Verhéltniss der Abschnitte ab und be, welche auf
derselben durch drei feste Linien abgeschnitten werden, constant ist,
sich um einen festen Drehungspunkt dreht, woraus folgt, dass jeder
Punkt der Linie, welcher durch das Verhdltniss bestimmt ist, nach
welchem er z. B. ab theilt, auch eine gerade Linie beschreibt. Die
genannten Verhiltnisse lassen sich durch Doppelverhiltnisse aus-
driicken, wenn der Durchschnittspunkt der beweglichen Linie mit
der unendlich fernen geraden Linie mit in Betracht gezogen wird.
In der Form, welche der Satz dadurch erhilt, driickt er eine pro-
jectivische Eigenschaft aus, némlich:

Wenn eine bewegliche Gerade vier feste gerade Linien in Punkten
mit constantem Doppelverhiliniss schneidet, beschreibt jeder Punkt der
Geraden (bestimmt durch Doppelverhiltnisse) eine gerade Linie.
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Lasst man zwei von den festen geraden Linien bis an die

imaginéren unendlich fernen Kreispunkte gehen, so erhélt man hieraus:

Wenn ein gegebener Winkel ABC einen festen Scheitelpunkt A

hat, und B und C feste gerade Linien durchlawfen, wird jeder Punkt

D auf der Linie BC (bestimmt durch den Winkel BAD) eine ge-
rade Linie beschreiben.

377,

3178.

Anwendungen.

In ein gegebenes Dreieck ABC ein anderes Dreieck zu be-
schreiben, welches einem gegebenen congruent ist,

Zufolge 9 hat ein System von dhnlichen Dreiecken, welche
einem gegebenen Dreieck einbeschrieben sind, einen gemein-
schaftlichen Drehungspunkt; man beschreibt deshalb in das
gegebene Dreieck- ein Dreieck von der verlangten Form und
bestimmt den Drehungspunkt, indem man dieses als Grund-
dreieck betrachtet; das gesuchte Dreieck erhidlt man nun durch
eine Drehung dieses Dreiecks, und diese Operation fithrt man
am leichtesten dadurch aus, dass man das gezeichnete Grund-
dreieck mit Beziehung auf den Drehungspunkt multiplicirt, so
dass es die verlangte Grosse erhdlt, und es darauf um den-
selben Punkt dreht, bis die Eckpunkte auf die Seiten des ge-
gebenen Dreiecks fallen.

In ein gegebenes Viereck ein anderes zu beschreiben, welches
einem gegebenen &hnlich ist.

Ein Viereck, welches dem gegebenen ahnlich ist, wird mit
drei von seinen Eckpunkten auf die Seiten des gegebenen
Vierecks gelegt, und dann bestimmt man den Drebungs-
punkt wie in der vorhergehenden Aufgabe; es kommt nun
darauf an, das Viereck um diesen Punkt so zu drehen, dass
der vierte Eckpunkt auf die vierte Seite fallt; dieser Eckpunkt
beschreibt aber wihrend der Drehung eine gerade Linie (11),
welche sich leicht zeichnen lasst; man kann ndmlich durch
eine. Wiederholung derselben Construction einen zweiten Punkt
dieser geraden Linie bestimmen, oder man kann sie auch er-
halten, indem man eine Seite des gegebenen Vierecks um den
gefundenen Drehungspunkt dreht. Falls man die erste Con-
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struction anwendet, ist es unnothig den Drehungspunkt zu
suchen.

Auf vier gegebene gerade Linien eine fiinfte so zu legen, dass
die auf dieser gebildeten drei Abschnitte in einem gegebenen
Verhiltniss zu einander stehen.

Die Aufgabe ist ein specieller Fall der vorhergehenden, da die
gesuchte gerade Linie als ein Viereck von bekannter Form
betrachtet werden kann.

Anmerkung. Diese drel Aufgaben finden sich in dem ersten
Buche von Newtons «principia mathematica philosophiae na-
turalis».

In ein gegebenes Dreieck ein anderes zu beschreiben, welches
einem gegebenen dhnlich, und dessen Flacheninhalt ein Mi-
nimum ist.

Ein Parallelogramm mit gegebenen Winkeln und gegebenem
Umfang zu construiren, so dass jede Seite durch einen gege-
benen Punkt geht. _
Die Seiten AB, BC, CD und DA mogen beziehungsweise
durch die gegebenen Punkte P, Q, R und S gehen. 7 sei
der Durchschnittspunkt der Kreise SAP und PBQ; dann ist
T der Drehungspunkt fiir 4B und eine beliebige zwischen
den Kreisperipherien gezogene Linie A4,FPB,, und folglich ist
AT:AB = A, T: A, B,.

Ist V der Durchschnittspunkt der Kreise PAS und SDR,
so findet man auf dhnliche Weise das Verhiltniss AV : AD,
und dann lisst sich A bestimmen (189).

Auf drei gegebene Kreisperipherien ein Dreieck zu legen,
welches demjenigen congruent ist, dessen Eckpunkte die drei
Kreismittelpunkte sind.

Man suche den gemeinschaftlichen Drehundspunkt der drei
Kreise; da ibre drei Mittelpunkte homologe Punkte sind, so
ist das gegebene Dreieck das Grunddreieck, und der gefundene
Drehungspunkt muss also der Drehungspunkt fiir dieses und
das gesuchte sein; man erhilt dasselbe alse, wenn man das
erste dreht, bis einer von seinen Eckpunkten auf die Peripherie
fallt. Das gegebene Drehungsverhéltniss ist hier 1, aber die



383.

384.

385H.

90

Aufgabe wird fiir ein anderes Verhdltniss auf &hnliche Weise
gelost.

Ein Dreieck zu zeichnen, welches einem gegebenen congruent
ist, so dass jede der drei Seiten durch einen gegebenen Punkt
geht.

Man zeichnet leicht ein Dreieck, welches dem gegebenen
dhnlich ist, und dessen Seiten durch die] gegebenen Punkte
gehen; diese betrachte man als dhnliche Curven und das ge-
zeichnete Dreieck als Grunddreieck der zweiten Art; dann
bestimme man den Drehungspunkt, und multiplicire das ge-
zeichnete Dreieck, so dass es die verlangte Grosse erhdlt, Da
das Drehungsverhéltniss fiir das so erhaltene und das gesuchte
Dreieck 1 ist, miissen zwei homologe Seiten gleichen Abstand
vom Drehungspunkte haben, und eine der gesuchten Linien
ist also dadurch bestimmt, dass sie einen bekannten Kreis
beriihrt und durch einen gegebenen Punkt geht.

Ein Viereck zu zeichnen, welches einem gegebenen #hnlich ist,
so dass die vier Seiten einzeln durch einen von vier gegebenen
Punkten gehen.

Man zeichne ein, beliebiges Viereck, welches dem gegebenen
dhnlich ist, so dass drei Seiten durch drei von den gegebenen
Punkten gehen, und bestimme den Drehungspunkt wie in der
vorhergehenden Aufgabe. Dieses Viereck muss nun so ge-
dreht werden, dass die vierte Seite durch den vierten Punkt
geht; das geschieht leicht, da sie ausser diesem Punkte einen
festen Punkt enthilt, der sich auf zwei Weisen bestimmen
lasst (analog 378).

Um das Dreieck ABC ist ein Kreis beschrieben; von einem
Punkte O auf dessen Peripherie ist an jede Dreiecksseite
eine Linie gezogen, welche mit dieser Seite einen gegebenen
Winkel bildet; man beweise, dass die Fusspunkte der drei
Linien auf einer Geraden liegen.

Wihlt man A, B und einen passenden Punkt auf A5 zu
homologen Punkten auf den drei Seiten, so wird O Drehungs-
punkt und die drei Fusspunkte homologe Punkte. Diese

liegen auf einer Geraden, da das Grunddreieck eine gerade
Linie ist.
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386. Die Mittelpunkte dreier Kreise liegen auf den drei Eckpunkten

3817,

B, C und D eines Parallelogramms. Ein Parallelogramm
mit gegebenen Winkeln soll mit seinem einen Eckpunkt auf
den vierten Eckpunkt A des Parallelogramms gelegt werden,
und mit seinen anderen Eckpunkten auf die drei Kreisperi-
pherien.

Multiplicirt man den Kreis €' mit  mit Beziehung auf A4, so
erhdlt man einen neuen Kreis. Dieser und die Kreise B und
D haben eine gerade Linie, deren beide Abschnitte gleich
gross sind, zom Grunddreieck. Die Diagonale B,D, des ge-
suchten Parallelogramms muss deshalb diese drei Kreise in
homologen Punkten schneiden und wird von A aus unter
einem gegebenen Winkel gesehen. Dreht man BB, hiniiber
auf DD,, so fillt 4 auf einen bekannten Punkt 4,, und
£ ADA, ist bekannt.

Man bestimme den geometrischen Ort fir die Punkte, von
welchen Tangenten an zwei gegebene Kreise in einem gege-
benen Verhéltniss stehen. »

Die Kreise mogen sich in 4 und B
schneiden und A sei einer der ge-
suchten Punkte; die Linie /B schnei-
det die beiden Kreise in L und Z,
und zufolge der gestellten Bedingung
ist dann das Verhaltniss zwischen
MD.MB und ME.MB, also auch
zwischen MDD und MUE constant; da
zugleich die Winkel im Dreieck ADE
constant sind, wird die ganze Figur ADEM von constanter
Form, und wenn sie sich um A so dreht, dass D und E
Kreise beschreiben, mnss A auch einen Kreis beschreiben.
Da A gemeinschaftlicher Drehungspunkt fiir diesen und die
gegebenen Kreise ist, so muss er ebenso wie diese durch 4
gehen. DEM stellt dass Grunddreieck dar, und da das
Dreieck, welches man durch Verbindung der drei Kreismittel-
punkte erhalt, diesem &hnlich ist, so sieht man, dass diese
auf einer geraden Linie liegen miissen; die Abstéinde des ge-
suchten Mittelpunktes von den gegebenen verhalten sich wie
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MD zu ME, und dieses Verhiltniss ist das Quadrat des ge-
gebenen.

An zwei gegebene Kreise zwei Tangenten zu ziehen, welche
einen gegebenen Winkel mit einander bilden, und zwar so,
dass die Linie, welche die Beriihrungspunkte der beiden Tan-
genten verbindet, durch einen gegebenen Punkt geht.

Die Aufgabe wird durch 14 auf 364 zuriickgefiihrt.

An zwei gegebene Kreise zwei Tangenten zu ziehen, welche
einen gegebenen Winkel mit einander bilden, und zwar so,
dass die Linie, welche die Beriihrungspunkte der Tangenten
verbindet, eine gegebene Richtung hat.

Die Aufgabe ist ein specieller Fall der vorhergehenden, indem
der gegebene Punkt hier in unendlicher Ferne liegt.

In ein Dreieck ein anderes zu beschreiben, welches einem
gegebenen dhnlich ist, so dass die eine Seite durch einen ge-
gebenen Punkt geht.

Man bestimme drei homologe Punkte auf den gegebenen

Linien, indem man das Dreieck, welches einbeschrieben werden
soll, zum Grunddreieck nimmt.

Die Aufgabe ist nun auf 364 reducirt.

In ein Dreieck ein anderes Dreieck zu beschreiben, welches
einem gegebenen dhnlich ist, und dessen Schwerpunkt auf
eine der Medianen des gegebenen Dreiecks fallt.

Man beschreibe in das Dreieck zwei beliebige Dreiecke, welche
dem gegebenen #hnlich sind; die Linie, welche die Schwer-
punkte von diesen verbindet, schneidet die gegebene Mediane
in dem gesuchten Schwerpunkt. Die Eckpunkte lassen sich
nun leicht bestimmen, denn durch ein System von drei Eck-
punkten auf einer der Seiten des gegebenen Dreiecks werden
Abschnitte bestimmt, welche sich ebenso verhalten wie die
Abschnitte, welche von den drei Schwerpunkten bestimmt
werden.

In ein Dreieck ein anderes zu beschreiben, so dass zwei seiner
Seiten gegebene Richtungen erhalten und die dritte Seite eine
gegebene Linge bekommt.

Das einbeschriebene Dreieck sei abe, und bc sei die gegebene
Seite. Der um abc beschriebene Kreis wird die Linie, auf
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welche « fillt, in zwei Punkten schneiden, nimlich in ¢ und
einem anderen Punkte d. Man kennt nun alle Seiten des
Dreiecks dbe.

Man soll drei Kreise zeichnen, wenn der Punkt gegeben ist,
von dem aus die Kreise gleich gross erscheinen, ein Punkt
auf jeder Kreisperipherie, das Verhiltniss zwischen den Radien
der Kreise und die Winkel, unter denen die Centralen von
dem gegebenen Punkte aus gesehen werden.

Man kennt den gemeinschaftlichen Drehungspunkt der drei
Kreise, ihre Drehungsverhéltnisse und Drehungswinkel. Des-
halb kann man die zwei gegebenen Punkte auf denselben Kreis
hiniiberdrehen, auf dem der dritte liegt, und dann kennt man
drei Punkte dieses Kreises.

Gegeben sind zwei Kreise, welche sich in 4 und B schneiden
sowie zwei Punkte P und R; man soll in jedem der Kreise
eine Sehne”so ziehen, dass jede von diesen Sehnen durch
einen der gegebenen Punkte geht, und dass die beiden Linien,
welche die Endpunkte der Sehnen verbinden, durch A4 gehen.
Betrachtet man die beiden Sehnen als #hnliche Figuren, so
wird B der Drehungspunkt fiir diese und fiir die Kreise.
Man kennt den Drehungswinkel und das Drehungsverhaltniss
und kann also den einen der gegebenen Punkte auf die Sehne
hiniiber drehen, welche den anderen Punkt enthalt; nun
kennt man zwei Punkte dieser Sehne.

X ist der Drehungspunkt fir AB und CY, wo 4, B und C
gegebene Punkte sind; was fiir eine Curve beschreibt X, wenn
Y eine gegebene Curve durchliuft?

Man bringe das Dreieck BAX durch Parallelverschiebung in
die Lage B, CX,. Die #hnlichen Dreiecke B, CX, und YCX
zeigen dann, dass B,Y und CX, ein constantes Product
haben und sich in entgegensetzten Richtungen mit gleicher
Winkelgeschwindigkeit drehen. X und Y beschreiben deshalb
inverse Curven. '

Ein Feldmesser kann drei Punkte 4, B und C aufdem
Felde sehen; die entsprechenden Punkte @, b und ¢ sind auf
dem Messtisch abgetragen. Er soll den Punkt auf dem Mess-
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tisch bestimmen, der seinem Standpunkte auf dem Felde ent-
spricht. ,

Der gesuchte Punkt ist der Drehungspunkt fiir die Dreiecke
ABC und abe. Zieht man mit Hilfe des Diopterlineals Linien
durch ¢, b6 und ¢, welche verlingert beziehungsweise durch
A, B und C gehen wiirden, so bilden diese Linien das so-
genannte Fehlerdreieck; dieses sel «fy, und zwar mogen sich
die Linien durch a und 06 in y schneiden u.s.w. Die Winkel
a, 3 und y konnen bei kleinen Verinderungen in der Stellung
des Messtisches wegen der grossen Entifernung der Punkte A,
B und C als constant hetrachtet werden. 'Der gesuchte Punkt
ist deshalb der Durchschnittspunkt der Kreise ayb und afe.
Indessen lassen sich diese Kreise nicht gut fiir die Construction
verwenden, da sie sich nur schwierig genau zeichnen lassen
und ihre Mittelpunkte oft ausserhalb des Tischblattes fallen.
Nimmt man die inversen Figuren der Kreise mit « als Inversions-
centrum und af . ay als Inversionspotenz, so geht der gesuchte
Punkt iber in den Durchschnittspunkt von zwei geraden, be-
ziehungsweise durch @ und 7 gehenden, Linien, welche mit
Br beziehungsweise die Winkel aby und ac@ bilden. Die
Construction ist also folgende: Man trigt £ fy0, = fca
und £ y£ 0, = yba ab (die Umlaufsrichtungen der Winkel sind
hier beriicksichtigt) und bestimmt dadurch einen Punkt O;.
Nun wird der Messtisch gedreht, bis O,a die Visirlinie nach
A wird; die Dreiecke abe und ABC sind dann #hnlich lie-

gend, und das Fehlerdreieck wird auf den gesuchten Punkt
reducirt.




Zusatze,

Ueber den Durchschnitt von Kreisbogen.

Das Vorhergehende hat hiufig gezeigt, wie wichtig es ist, eine
Figur einer sorgfiltigen Untersuchung zu unterwerfen, um die ein-
fachen Beziehungen zu finden, welche zwischen den Stiicken der
Figur, namentlich zwischen ihren Winkeln statt finden. Eine solche
Untersuchung lisst sich in der Regel mit Hilfe der Sitze tiber die
Abhéngigkeit zwischen Winkeln und Kreisbogen und &hnlicher ele-
mentarer Sitze durchfithren; sind aber die Figuren ziemlich zu-
sammengesetzt, so wird die grosse Menge der vorkommenden Winkel
das Auffinden der einfachen Beziehungen oft erschweren. Deshalb
wird es zweckmiissig sein sich Mittel zu verschaffen, welche eine

solche Untersuchung erleichtern konnen. Ein solches Mittel erhilt

~man, wenn man eben die Winkel betrachtet, welche von Kreisbogen
gebildet werden, da diese Betrachtung eine Figur oft {tbersichtlicher
macht. Es ist nicht meine Absicht, hier eine erschopfende Be-
handlung dieser Frage zu geben, sondern nur einige hierher ge-
horende Sitze aufzustellen, deren Anwendung in der Praxis man oft
bequem finden wird.

L. In einem Polygon, welches von Kreisbogen gebildet wird,
st die Summe der Seiten vermehrt um die Summe der Nebenwinkel
der Polygonwinkel gleich 4 R.

Eine gerade Linie moge sich ndmlich um das Polygon herum-
drehen, so dass sie bei einem Eckpunkt anfingt, und die eine Seite
berithrt, bis sie den nichsten Eckpunkt erreicht hat; dann drehe



96

sie sich um diesen Eckpunkt, bis sie Tangente der folgenden Seite
wird, und so fort, bis sie in ihre Anfangslage zuriickkehrt; sie hat -
sich dann nach und nach um Winkel gedreht, welche theils gleich -
den Seiten des Polygons, theils gleich den Nebenwinkeln der Poly-.
gonwinkel sind, aber da sie sich gerade ein Mal herumgedreht hat,
ist die Summe dieser Winkel gleich 4 R.

Der Einfachheit wegen wurde vorausgesetzt, dass dxe Linie nach
einer Umdrehung in ibre Anfangslage zuriickkehrt; bei nicht con-
vexen Polygonen kann sie sich indessen mehrere Male (oder keinmal)
herumgedreht haben, so dass die gesuchte Winkelsumme jedes Viel-
fache von 4 R sein kann. - |
- Damit der Satz allgemein gelten soll, muss man die Winkel
und Bogen mit Vorzeichen nehmen nach der Umlaufsrichtung, in
welcher sie durchlaufen werden.

2 In emem Dreteck st die Summe der Winkel vermindert
um die Summe der Seiten gleich 2 R. Gehen die Seiten durch den-
selben Punkt (welcher nicht einer von den Eckpunkten des Dreiecks
ist), so betrigt dic Summe der Winkel 2 R und die Summe der
Seiten st Null.

Der letzte Satz lisst sich leicht beweisen, wenn man statt der
Winkel des Dreiecks die ebenso grossen Winkel an dem gemein-
schaftlichen Durchschnittspunkt der Seiten nimmdt.

3. In einem Zweieck sind die beiden Winkel gleich gross und
gleich der halben Summe der Seiten.

4,  Ilin Peripheriewinkel ist gleich der halben Summe aus seinen
Schenkeln und dem Bogen, auf welchem er steht.

Verlingert man die Schenkel, bis sie ein Zweieck bilden, so
wird der Winkel durch die halbe Summe der Seiten dieses Zweiecks
gemessen. Die Summe der beiden Verlingerungen ist indessen
gleich dem Bogen, auf welchem der Peripheriewinkel steht (2).
Dieser Bogen muss mit engegengesetztem Vorzeichen genommen
werden, je nachdem man ihn als Seite des einen oder des andern
der beiden Dreiecke betrachtet, in welche das Zweieck getheilt ist.

5. Wenn wvon zwer Kreispaaren die Durchschnittspunkte jedes
Paares jeder auf einem Kreise des anderen Paares liegen, so
schneiden die beiden Kreise jedes Paares sich unter demselben

Winkel (2).
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6. In einem einbeschriebenen Viereck ist die Summe von zwer
gegeniiberliegenden  Winkeln gleich der Summe der beiden an-
deren.  Gehen die vier Seiten durch denselben Punkt, so betragen
die gleichgrossen Winkelsummen 2 R, und die Summe der Seiten
ist Null.  (4).

1. Iulls in einem Viereck die Summe zweier gegeniiberliegender
Winkel gleich der Summe der beiden anderen sty ist das Viereck ein
einbeschriebenes.

Aus 1 folgt nimlich, dass die Summe von zwei gegeniiberlie-
genden Winkeln vermindert um die halbe Summe der Seiten gleich
2 R ist. Diese Summe indessen ist eben die Summe der gegen-
ilberliegenden Winkel in dem geradlinigen Viereck, dessen Eck-
punkte mit denen des gegebenen zusammenfallen.

8. Berihren zwei Kreise zwel andere Kreise gleichartig, so
liegen die vier Beriihrungspunkte auf einer Kreisperipherie. (1),
9. Jeder Kreis, welcher durch die Durchschnitispunkte von
zwer festen Kreisen geht, schneidet ein System wvon Kreisen, welche
die beiden festen (auf dieselbe Weise) beriihren, wunter gleichgrossen
Winkeln.

Dieser Satz wurde frither (198) durch Inversion bewiesen, hier
aber soll ein directer Beweis gefiihrt werden, welcher auch gilt,
wenn die beiden festen Kreise sich nicht schneiden; unter einem
Kreise durch die Durchschnittspunkte dieser ist dann ein solcher
Kreis zu verstehen, dass derselbe und die beiden festen Kreise eine
gemeinschaftliche Potenzlinie haben.

Als einen Kreis kann man die gemeinschaftliche Tangente
nehmen; diese moge die festen Kreise S; und S, in 4 und B
beriithren, wihrend ein anderer Kreis S dieselben in C und ) be-
rithrt.  Der Kreis durch die Durchschnittspunkte der festen Kreise
schneidet die gemeinschaftliche Tangente i £ und S in F. Die
Linien AC und BD schneiden sich auf S in dem Punkte O, dessen
Tangente der gemeinschaftlichen Tangente parallel ist. Da die
Punkte 4, C, D und B auf einer Kreisperipherie liegen, hat O
dieselbe Potenz mit Beziehung auf S, und S,. O hat deshalb auch
dieselbe Potenz mit Beziehung auf die Kreise ACF, EF und BDF
und muss deshalb auf der Potenzlinie von je zwei von diesen drei
Kreisen liegen. Da die drei Kreise den Punkt /7 gemeinsam haben,

7
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wird OF' ihre gemeinsame Potenzlinie, und sie haben also noch
einen gemeinschaftlichen, auf der O belegenen, Durchschnittspunkt.
Da die drei Kreise auf solche Art zwei Punkte gemeinsam haben,
miissen ihre Mittelpunkte auf einer Geraden liegen. Da ACF und
BDF durch die Bertthrungspunkte gehen, schneidet jeder von ihnen
die gemeinschaftliche Tangente und die Tangente in / unter gleichen
Winkeln, und ihre Mittelpunkte liegen deshalb auf einer Linie,
welche den Winkel zwischen den beiden Tangenten halbirt, Da
nun der Kreis EF seinen Mittelpunkt auf derselben Linie hat, muss
er auch die gemeinschaftliche Tangente und die Tangente in /" oder
den Kreis S unter gleichen Winkeln schneiden.

Systeme von Kreisen.

Von den Bedingungen, durch welche ein Kreis bestimmt werden
kann, sind besonders zu bemerken, 1) dass der Kreis durch einen
gegebenen Punkt gehen soll, 2) dass er eine gegebene gerade Linie
berithren soll und 3) dass er einen gegebenen Kreis beriihren soll.
Wihlt man die drei Bedingungen, welche einen Kreis bestimmen,
unter diesen aus, so erhilt man eine Gruppe von Aufgaben, welche
indessen, mit Ausnahme von vieren, in dem vorhergehenden geldst
worden sind. Bevor nun aber an die Auflosung dieser und einiger
anderer damit verwandter Aufgaben gegangen wird, sollen zwei Sitze
angefithrt werden, welche Anwendung finden werden.

10, Bertihrt ein Kreis zwer andere Kreise in A und B, so
geht die Linie AB durch einen der Aechnlichkeitspunkte der beiden
Kreise.

AB moge den Kreis durch B zum zweiten Male in b schnei-
den. Man sieht dann leicht, dass der Radius nach & parallel dem
in dem anderen Kreise nach A gezogenen Radius ist. A und o
sind deshalb homologe Punkte in den beiden ahnlichliegenden
Kreisen, und Ab geht deshalb durch den Aehnlichkeitspunkt.

Berithrt der Kreis die beiden Kreise gleichartig, dass heisst so,
dass er beide ausschliessend oder einschliessend beriihrt, so geht
die Linie durch den &Husseren Aehnlichkeitspunkt; beriihrt dagegen
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der Kreis die beiden Kreise ungleichartig, so geht die Linie durch
den inneren Aehnlichkeitspunkt.

Bedeutet O den Aehnlichkeitspunkt, so sind die beiden Kreise
inversa Curven mit O als Inversionscentrum, und das Product
OA. OB ist deshalb constant.

1. Die drei dusseren Aehnlichkeitspunkte fiir je zwer wvon dret
Kreisen liegen auf einer geraden Linie.

Die Kreise seien 4, B und C, y der Aehnlichkeitspunkt fu1
A und B, B fir A und C, « fir B und C. Man ziehe an den
Kreis B zwei Tangenten, welche
den gemeinschaftlichen Tan-
genten an A und C parallel
sind und sich in einem Punkte
P schneiden. Betrachtet man
nun die beiden Kreise 4 und
B, so sind B und P homologe
Punkte und liegen also zugleich
mit dem Aehnlichkeitspunkt 5
auf einer geraden Linie. Be-
trachtet man die Kreise B und C, so werden P und [ gleichfalls
homologe Punkte und liegen also zugleich mit « auf einer geraden
Linie. Daraus folgt, dass a«, @ und j auf einer geraden Linie
liegen.

Zusatz 1. Auf dieselbe Weise sieht man, dass eine gerade
Linie durch zwei von den inneren Aehnlichkeitspunkten durch den
dusseren Aehnlichkeitspunkt des dritten Kreispaares geht.

Zusatz 2. Der Satz gilt auch fiir drei beliebige Curven, von
denen je zwei &hnlich gegen einander liegen; man kann nimlich
zu den drei Curven drei homologe Kreise hinzufiigen; der Satz gilt
dann fiir die Aehnlichkeitspunkte dieser, und diese werden auch
die Aehnlichkeitspunkte der Curven.

Beispiele.

397. Einen Kreis zu zeichnen, welcher zwel gegebene Kreise be-
rithrt, so dass die Linie, welche die beiden Bertihrungspuikte.
verbindet, durch einen gegebenen Punkt geht.

7*
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Einen Kreis zu zeichnen, welcher zwei gegebene Kreise gleich-
artig bertthrt und eine durch den &usseren Aehnlichkeitspunkt
der Kreise gehende gegebene Gerade unter einer gegebenen
Sehne schneidet.
Gegeben sind zwei Kreise 4 und B, sowie die Punkte [,
L und #; man soll durch D einen Kreis C so ziehen, dass
die Potenzlinie fir A und C durch £, und die Potenzlinie
fir B und C durch 77 geht.
In einem Viereck ABCD liegt die Seite AB fest, und die
Verhiltnisse zwischen den Abschnitten der Diagonalen sind
constant; man bestimme den geometrischen Ort fir CD.
Die Diagonalen mogen sich in O schneiden, und es sei

AO: 0C = m:n; BO: 0D = p:q;
man nehme an, dass der Punkt O, welcher beliebig ist, eine

gewisse Curve K durchlaufe. Multiplicirt man diese mit Be-
m

ziehung auf 4 mit und mit Beziehung auf B mit

P+ 9

, so erhalt man die Curven, welche gleichzeitig von C

und D durchlaufen werden; dieselben sind dhnlich nach dem
p (m + n)
m (p + q)
auf der Linie AB belegener Punkt M. (11 Zusatz 2). Da
nun C und D homologe Punkte sind, geht die Linie CD
durch M, da das Verhdltniss MC: MD gleich dem angege-
benen ist. Auf dieselbe Weise ist ersichtlich, dass das Ver-
héltniss M B : MA constant ist, so dass M ein fester Punkt
und also der geometrische Ort fiir CD wird.

Einen Kreis zu zeichnen, welcher zwei gegebene Kreise be-
rithrt und durch einen gegebenen Punkt geht.

Man kennt die Potenz des Aehnlichkeitspunkies der gege-
benen Kreise mit Beziehung auf den gesuchten Kreis. Da-
durch lidsst sich noch ein Punkt von diesem bestimmen, und
die Aufgabe ist nun auf 238 reducirt.

Einen Kreis zu zeichnen, welcher durch einen gegebenen

Punkt geht und eine gegebene Gerade sowie einen gegebenen
Kreis beriihrt.

Verhiltniss

und ihr Aehnlichkeitspunkt ist ein
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Die Aufgabe ist ein specieller Fall der vorhergehenden, denn
man kann die gegebene Gerade als einen Kreis mit unendlich
grossem Radius betrachten.

Einen Kreis zu zeichnen, welcher drei gegebene Kreise be-
rithrt.

Die Aufgabe liasst sich durch die bei der Parallelverschiebung
(S. b6) angefithrte Methode auf 401 reduciren,

Diese Aufgabe kann auch durch ein Verfahren gelost werden,
welches ganz dem bei 201 angewendeten gleicht. Das zu con-
struirende Dreieck ist dann dasjenige, dessen Eckpunkte auf die
gesuchten Berithrungspunkte fallen; die Seiten desselben gehen
durch drei von den Aehnlichkeitspunkten der gegebenen Kreise,
und benutzt man diese als Inversionscentra und nimmt solche
Inversionspotenzen, dass je zwel Kreise durch die Inversion
vertauscht werden, so wird jeder der Kreise nach drei Inver-
sionen wieder auf sich selbst zuriickfallen. Es ist also kein
wesentlicher Unterschied zwischen dieser und der frither ge-
losten Aufgabe.

Die einfachste und eleganteste Losung erhdlt man indessen
durch Benutzung des Satzes, dass die Potenzlinie zweier
Kreise einen Kreis, der beide berithrt, und eine der gemein-
schaftlichen Tangenten unter gleichen Winkeln schneidet.
Hieraus folgt nadmlich, dass die Tangenten, welche den ge-
suchten Kreis in seinen Durchschnittspunkten mit den Potenz-
linien der gegebenen Kreise berithren, denjenigen von den ge-
meinschaftlichen Tangenten der gegebenen Kreise parallel sind,
welche zu demselben System berithrender Kreise gehoren, wie
der betrachtede. (Die &usseren gemeinschaftlichen Tangenten
zweier Kreise gehoren zu dem System von Kreisen, welches
die beiden gleichartig, die inneren zu dem, welches die beiden
ungleichartig berithrt). A, B und C seien die gegebenen
Kreise. Betrachtet man den gesuchten Kreis und den Kreis
A als dhnlich liegend mit dem Berithrungspunkt als Aehnlich-
keitspunkt, so sind die beiden Potenzlinien fiir 4 und B und
fir 4 und C homolog den beiden Linien, von denen die eine
die Beriihrungspunkte zwischen 4 und den gemeinschaftlichen
Tangenten von A und B, und die andere die Berithrungs-
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punkte zwischen A und den gemeinschaftlichen Tangenten
von A und C verbindet. Diese beiden Linien schneiden sich
deshalb in dem Punkte, welcher dem Potenzcentrum der ge-
oebenen Kreise homolog ist, und die Verbindungslinie dieser
beiden Punkte geht deshalb durch den gesuchten Beriihrungs-
punkt. Die tibrigen Aufgaben, in denen der Kreis durch drei
der oben genannten Bedingungen bestimmt wird, konnen
simmtlich als specielle Fille dieser Aufgabe betrachtet
werden.

In ein Dreieck ABC sollen drei Kreise S,, S, und S, be-
schrieben werden, so dass jeder von ihnen die beiden anderen
und zwei Seiten des Dreiecks beriihrt.

Diese berithmte Aufgabe wurde zuerst von dem italienischen
Mathematiker Malfatti ( 1807) gelost, welcher die Radien
der gesuchten Kreise berechnete und fiir diese Werthe fand,
welche sich leicht construiren liessen. 1826 gab Steiner
an, dass jede der gemeinschaftlichen Tangenten in einem der
Berithrungspunkte von zwei von den Kreisen zugleich zwei
von den Kreisen berithrt, die sich in die drei Dreiecke be-
schreiben lassen, in welche das gegebene Dreieck durch die
Halbirungslinien der Winkel getheilt wird, ein Satz, welcher
sofort eine einfache Construction giebt. Steiner gab indessen
keinen Beweis fiir den Satz, sondern gab an, derselbe lasse
sich allein mit Hiilfe einer Reihe Sitze iiber Aehnlichkeits-
punkte, Potenzlinien, Potenzkreise u. s. w. losen, welche Sitze
er gleichzeitig aufstellte. Dieser Beweis wurde erst vollkom-
men {bereinstimmend mit Steiners Forderungen im Jahre
1874 von Schroter gefithrt, der indessen ziemlich zusammen-
gesetzte Inversionen benutzt. Hier soll nun die Steinersche
Construction mit Hillfe ganz elementarer Sitze abgeleitet
werden. _

Die Beriihrungspunkte mit den Seiten mogen so bezeichnet
werden, dass man, indem man den Umfang des Drelecks
durchléuft, nach und nach auf die Punkte A4, ¢,, ¢,, B, a,,
as, C, b,, b, trifft, und S, und S, mogen sich in , S, und
Se in B, S; und S, in « berithren. Ein Kreis, welcher S, und
S in 3 berithrt und durch ¢, geht, schneidet AC in einem
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Punkte D und bildet gleichgrosse Winkel mit AB und AC
(9). Die Tangenten desselben in ¢, und £ schneiden sich
deshalb auf der Linie, welche £ A halbirt, und bilden mit
den beiden Seiten ein einbeschriebenes Viereck, so dass der
Bogen ¢, D) gleich dem Winkel 4 ist. Der Kreis c,a/3 geht
auch durch ¢;. Dieser Kreis und der Kreis F0b, mogen
sich in % schneiden. Nun ist £ ¢, Eb, = Z c¢.c,f8
+ £ b,DB = 180° — 1A4; hieraus folgt, dass der Kreis
¢, I2b, seinen Mittelpunkt in 4 hat. Der Kreis ¢ coaf
schneidet 4B, AL und die Tangente in ¢, unter gleichen
Sehnen, denn Ae¢; = AL, und der Kreis schneidet AB und
Dpe, unter gleichen Winkeln. Auf dieselbe Weise ist er-
sichtlich, dass der Kreis £3Db, die AF und die Tangente
in D unter gleichen Sehnen schneidet. Nun mogen die Tan-
genten in ¢, und D sich in F schneiden, wihrend sie AK
beziiglich in G und H schneiden. Aus ¢,/ = DF, ¢, G
— G, DH = IEH folgt, dass die eine Seite des Dreiecks
GFH gleich der Summe der beiden anderen ist. Die Punkte
G und H miissen deshalb mit F zusammen fallen, so dass
AEF den Winkel A4 halbirt. Der Kreis ¢ cyaf schneidet
also AB, AE und die Tangenten in « und B unter gleichen
Winkeln, und man kann deshalb einen diesem concentrischen
Kreis zeichnen, der die vier Linien beriihrt. Auf dieselbe
Weise wird bewiesen, dass dieser Kreis auch die Linie be-
rithrt, welche den Winkel B halbirt, und damit ist dann der
Steinersche Satz abgeleitet. Will man auch solche Kreise in
Betracht ziehen, welche die Verlingerungen der Seiten be-
rithren, so erhilt die Aufgabe andere Losungen, welche sich
durch einfache Aenderungen des hier Entwickelten ergeben.

Wenn man in der Aufgabe an Stelle der Seiten des Dreiecks
drei Kreise setzt, so kann man die inverse Figur betrachten
mit’ ‘nem Durchschnittspunkt von zwei von den Kreisen als
Inversionscentrum. Man schliesst dann leicht, dass der oben
bewiesene Satz sich auf diesen Fall erweitern ldsst, wenn man
an Stelle der Halbirungslinien der Winkel die Kreise setzt,
welche die Winkel zwischen je zwei von den gegebenen hal-
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birt (die Potenzkreise), und an Stelle der Tangente in @ den
dieser entsprechenden Kreis in der inversen Figur u. s. w.

Ueber die Moglichkeit, eine gegebene Aufgabe mit Hiilfe
von Zirkel und Lineal zu losen.

Befindet man sich in der Lage, die Auflssung einer gegebenen
Aufgabe nicht finden zu kionnen, so wiirde die Frage sein, ob der
Grund dafiir darin liegt, dass man es nicht verstanden hat, die
Aufgabe richtig anzufassen, oder ob der Grund vielleicht der ist,
dass die Aufgabe zu denen gehort, welche sich mit Hiilfe von Zirkel
und Lineal nicht l16sen lassen. Das Folgende wird Mittel an die
Hand geben, um in den meisten Féllen diese Frage zu beant-
worten.

Sobald sich eine Aufgabe losen lisst, muss die Losung, wie
complicirt sie auch sein mag, aus den beiden Operationen zusam-
mengesetzt sein: eine gerade Linie durch zwei gegebene Punkte zu
ziehen, und einen Kreis zu zeichnen, dessen Mittelpunkt und Radius
gegeben sind. Jeder Punkt ist bestimmt als Durchschnittspunkt
von zwei geraden Linien, oder von einer geraden Linie und einem
Kreise, oder von zwei Kreisen. Denkt man sich nun, dass man
mit Hiilfe der Formeln und Methoden der analytischen Geometrie
die Coordinaten der Punkte berechnet, wie man sie nach und nach
construirt, so hat man im Laufe der ganzen Rechnung nur nothig,
Gleichungen des ersten und zweiten Grades aufzulosen. Man kann
also jede durch die Construction bestimmte Grosse mit Hiilfe der
gegebenen Grossen ausdriicken, so dass die gefundenen Grossen
- keine anderen irrationalen Ausdriicke als Quadratwurzeln enthalten;
da sich nun andererseits ein jeder solcher Ausdruck construiren
lisst, so st die nothwendige und ausreichende Bedingung dafiir, dass
sich eine Aufgabe mittelst Zirkel und Lineal losen lisst, die, dass
die gesuchten Grossen rational durch die gegebenen und durch Qua-
dratwurzeln ausgedriickt werden konnen.

Eine Untersuchung der Gleichungen, welche sich durch Quadrat-
wurzeln auflosen lassen, findet sich in des Verfassers «Om Lig-
ninger, der kunne leses ved Kvadratrod», und «Theorie der



105

algebraischen Gleichungen, Kopenhagen, Andr. Fred. Hest & Sohn
1878. Kap. VII.» Hierin findet man folgende Sitze bewiesen:

1. Ausser den Kegelschnitien giebt es keine Curven, deren
Durchschnitispunkte mit einer beliebigen geraden Linie durch Zuirkel
und Lineal bestimmt werden kinnen.

% Ausser den Kegelschnitten giebt es keine Curven, an welche
man mit Hilfe von Zirkel und Lineal Tangenten wvon einem belie-
bigen Punkte zichen kann.

3. Fualls man durch Zirkel und Lineal die Durchschnittspunkte
eines beliebigen Strahls eines Strahlenbiischels und einer Curve, welche
nicht durch den Scheitel des Strahlenbiischels geht, finden kann, muss
die Ordnung der Curve eine Potenz von 2 sein, und in dem Biischel
miissen wenigstens zwei Strahlen vorkommen, von deren Durchschnitts-
punkten mit der Curve je zwet zusammenfallen.

Aus diesen Sitzen lassen sich neue durch Transformation ab-
leiten, ebenso wie man auch die Untersuchungen weiter fithren
kann bis an andere Liniensysteme als den Strahlenbiischel, bis an
Kreissysteme u. s. w. Hier mag es geniigen, in Betrefl' dieser Er-
weiterungen auf die erwihnten Schriften zu verweisen, und nur
folgende anzufiihren:

4. Ls giebt keine anderen Curven als den Kreis und die ge-
rade Linie, deren Durchschnitispunkte mit einem beliebigen Kreise
durch Zirkel und Lineal bestimmt werden kinnen.

Dieser Satz lisst sich durch Inversion leicht aus dem oben zu-
erst genannten Satze ableiten, da der Kreis und die gerade Linie
die einzigen Curven sind, welche durch Inversion mit einem be-
liebigen Inversionscentrum Kegelschnitte geben.

Diese Sitze sind in mannigfachen Féallen ausreichend.

Man nehme z. B. an, dass bei einer Aufgabe eine Linie ge-
oehen sei, deren Lage ganz willkiirlich ist, und dass ein gewisser
Punkt X der Figur auf diese Linie fallen solle. Sieht man von dieser
Bedingung ab, so erhélt X einen geometrischen Ort, und zufolge
des ersten der aufgestellten Sdtze muss dieser ein Kegelschnitt sein,
falls sich die Aufgabe mit Zirkel und Lineal 16sen lassen soll. Auf
Ahnliche Weise ldsst sich der zweite Satz benutzen, wenn die
Figur einen Punkt enthélt, dessen Lage willkiirlich ist.

Betrachtet man im Besonderen den ersten Fall, so sieht man,



