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qui exprime que le moment du couple résultant est égal a la
somme algébrique des moments des couples composants.

- TroisiiME Cas : Les couples sont distribués d’une maniére quel-
conque dans lespace. — Considérons d’abord deux couples .
dontnoussupposerons,comme
plus haut, les bras de levier
égaux a l'unité. Les plans des
deux couples n’étant pas pa-
ralléles se coupent suivant
une droite 2’xz, et nous pou-
vons évidemment déplacer
chaque couple dans son plan,
de maniére que les deux bras
de levier coincident en AB
sur #'%; soient alors (P.AB)
et (Q.AB) les deux couples.
Construisons la résultante R des deux forces P et Q, puis la
résultante R’ desdeux forces P’ et Q. Les deux figures APRQ,
BP'R'QY sont symétriques par rapport au point O, milieu de
AB; donc R et R' sont égales, de sens contraires et définis-
sent un couple qui peut remplacer les deux couples proposés.

Considérons maintenant des couples ennombre quelconque,
Cy, Gy, ..., G,. Pour les réduire & un seul, on composera d’a-
bord C; avec G, puis le couple obtenu avee C;, et ainsi de
suite ; nous aurons finalement un couple unique pouvant les
remplacer tous. Ce couple s'appelle le couple résultant.

Reste a évaluer le moment de ce couple. Nous arriverons a
ce résultat au moyen de la représentation géométrique des
couples, dont nous allons maintenant nous occuper.

155. Représentation géométrique des couples. — Nous avons
vu que l'on peut déplacer parallelement & lui-méme le plan
d'un couple; nous pouvons donc supposer que ce plan passe
par un point quelconque, O, de I'espace. Soient alors P ce
‘plan et zz' la perpendiculaire au plan P mende i)al’ le point
0. Sur cette perpendiculaire considérons la demi-droite telle,
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que pour un - observateur couché sur cette demi-droite et
' ayant les pieds en O, le sens de
rotation du couple (F.AB) soit le
\G sens de gauche a droite, et.por-
tons sur cette demi-droite, &

B P partir du point O, un segment

,\ ou vecteur OG dont la longueur

4

X soit mesurée par le méme nom-
bre que le moment du couple.
A tout couple de I'espace nous
faisons ainsi correspondre un
vecteur, et réciproquement, & tout vecteur OG il correspond
un couple et un seul dont le sens de rotation est le sens de
gauche a droite par rapport @ un observateur qui a les pieds
en O et la téte en G, dont le moment est égal a OG, et dont

z/

le plan est perpendiculaire a OG.

Ce vecteur OG est appelé V'axe du couple, et nous pouvons
dire qu'un couple est représenté géométriquement par son axe.
Il est clair, d’aprés cela, que deux couples de méme moment
et de sens contraires sont représentés par deux vecteurs
ézgaux et opposés. |

156. Régle pratique pour construire I'axe d’un couple. —
Supposons que le bras de levier
du couple soit égal & l'unité et,

P F’ par suite, que la force du couple

A soit égale & son moment. Imagi-

gB nons qu'un observateur soit cou-

F i ché sur le bras de levier de ma-
J"G niere 4 avoir indifféremment les

’ _ pieds en A et la téte vers B, ou
les pieds en B et la téte vers A ; puis faisons tourner la force
du couple qui est la plus rapprochée de la téte, de 90° de gauche
a droite par rapport a cet observateur. On voit sans aucune
difficulté que, dans sa nouvelle position, la force vient coin-
cider avec I'axe du couple, supposé mené par le point d'appli-
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cation de la force. Par exemple, dans le cas de la figure, I'axe
BG du couple, supposé mené par le point B, s’obtient évidem-
ment en faisant tourner la force BF’ de 90° et de gauche &
droite par rapport & l'observateur ayant ses pieds en A et la
téte vers B. On s’assure du reste facilement que la régle énon-
cée plus haut est générale. Cela posé, nous allons établir la
proposition suivante, qui résume tout ce qui a trait & la com-
position des couples.

157. Théoréme. — L'axe du couple résullant d'un systéme de
couples est la somme géométrique des axes des couples compo-
sants.

1] suffit évidemment de démontrer la proposition pour deux

couples (P.AB), (Q.AB) ayant le

meéme bras de levier, AB, égal
d’ailleurs & I'unité. Pourcela, cons-
truisons le couple résultant (R.AB),
comme au numéro 154, 3¢cas, puis
faisons tourner le parallélogramme

PAQR de 90° de gauche a droite,

par rapport & un observateur ayant
~ses pieds en B etla téte vers A.

Apres cette rotation les cotés AP,
AQ, AR du parallélogramme sont devenus les axes respectifs
des couples, et comme AR n’a pas cessé d'étre la somme
géométrique de AP et de AQ, la proposition est démontrée
pour deux couples. On I'étend facilement ensuite & plusieurs
couples.

158. REMARQUE. — Supposons en particulier qu’on ait a
composer des couples situés dans des plans paralleles ; alors
en menant les axes de ces couples par le méme poiunt, on ob-
tiendra l'axe du couple résultant en opérant comme pour
composer des forces appliquées au méme point et ayant la
meme ligne d’action. Par suite, en convenant d’affecter du
signe - les moments des couples ayant un sens de rotation
fixé une fois pour toutes, du signe — les moments des autres,
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on voit que le couple résultant est défini en grandeur et sens,
au moyen de la somme algébrique des moments des couples
composants. On retrouve ainsi la régle de composition des
couples dont les plans sont paralleles, donnée numéro 154,
1° et 2° cas.

139. Théoréme. — Toute force AF, appliquée en un point A
d'un corps solide, pewt étre remplacée
K/ par une autre, A'F', appliquée en un
point guelconque, A', du corps, égale,
paralléle a AF et de méme sens qu'elle,
————— ~JA et par un couple ayant son axe perpen-
diculaire au plan des deux forces.

En effet, on ne change pas 'état du
corps en appliquant au point A’ deux
forces Al et A'F| paralléles & AF, de méme intensité qu'elle
et opposées. Or, I et I} définissent un couple dont l'axe
A’G est bhien perpendiculaire au plan des deux droites AF
et A'F. |

Ajoutons que le moment de ce couple, représenté par la lon-
gueur de son axe, estégal 4 l'aire du parallélogramme AFA'F.

|0 SR

160. Définition. — A 'avenir, le couple représenté par A'G
et qui résulte de la translation d'une force F sera appelé le
couple de translation.

161. Théoréme. — Réciproquement, une force et un couple
dont laxe lut est perpendiculaire, peuvent étre remplacés par
une force unique de méme in-
tensité, de méme direction et

G

de méme sens que la premiére,
située dans le plan perpendicu-
laire a laxe mené par cette
force.

Soient, en effet, AT la force
et A'‘G Taxe du couple per-
pendiculaire i la force, par hypothese; soit P le plan perpen-
diculaire & A'G mené par F’. Par le point A’; dans le plan P,

ANTOMARI. — MECAN. 7
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menons une droite quelconque A’r et, en un point A de
cette droite, appliquons AF et AF,, égales et opposées, pa-
ralleles & I et de méme intensité que celle-ci. Nous pouvons
ainsi remplacer le systéme proposé par le couple A'G, la force
AF et le couple F/AA'F’. Or, nous pouvons disposer de la
longueur A'A et de la position du point A, soit d'un c6té de
A, soit de l'autre, de maniére que le nouveau couple ait le
méme moment que A'G et un sens contraire. Alors, le point
A étant ainsi choisi, les deux couples se font équilibre; en les
supprimant, il ne restera plus que la force AF; ce qui démon-
tre la proposition.

162. Théoreme. — 7Toules les forces appliquées a un corps
solide peuvent, et cela d’une infinité de maniéres, étre rempla-
cées par une force el par un couple.

Soit en effet O un point quelconque du corps. Nous pouvons
(159) trémsporter chaque force parallelement & elle-méme au
point O, en introduisantle couple de translation correspondant.

Si nous composons alors, d'une part, toutes les forces ap-
pliquées au point O, par la régle du polygone des forces, d'au-
tre part, tous les couples de translation en faisant, par exemple,
la somme géométrique de leurs axes,nous aurons réduit toutes
les forces a une seule et & un couple.

163. Définitions. — Cette force et ce couple seront appelés
respectivement résullanie générale et couple résultant relatif
au point O.

11 est clair que la résultante générale est invariable en gran-
deur, direction et sens, quand le point se déplace dans le
corps, car le polygone des forces se déplace simplement paral-
lelement a lui-meéme. Quant au couple résultant, il varie avec
le point O.

164. Equilibre d'un systéeme de forces appliquées a un corps
solide.— Le théoreme précédent conduit immédiatement aux
conditions géométriques de I'équilibre d'un systéeme de forces;
elles résultent de la proposition suivante :

Pour gu'un systéme de forces appliquées a un corps solide



CHAPITRE XI ’ 99

sort en équilibre, il faut et il suffit que la résultante générale
soit nulle, ainst que le couple résultant relatef a un point quel-

conque du corps.
La condition est évidemment suffisante. Montrons done
qu’'elle est nécessaire. Supposons, pour cela, que le systeme
soit en équilibre et faisons la réduction pour

AR’ un point quelconque, O, du corps ; soient R

et G la résultante générale et I'axe du couple

04 résultant. Puisqu’il y avait équilibre avant
G la réduction, il y aura encore équilibre apres,

R ' de sorte que la force R et le couple G,

c’est-a-dire le couple dont l'axe est G, se
font équilibre. Or, je dis que cela est impossible si R et G ne
sont pas nuls tous deux. En effet :

10 §'il y avait équilibre avec R.G =£0, laforce R’ égale
et opposée a R, faisant équilibre & R, comme G, pourrait
remplacer G ; donc nous aurions un couple ayant une résul-
tante, ce qui est impossible ;

29 11 est évident que si on a seulement R = 0, il ne peut
y avoir équilibre, parce qu'un couple n’est pas en équilibre ;

3° Enfin, il est non moins évident qu’il ne peut y avoir
équilibre avec G seul égal & zéro.

Done, pour qu’il y ait équilibre, il faut que R et G soient
nuls tous deux.

Il est bon de remarquer que la condition est nécessaire pour
tous les points du corps et qu'elle suffit pour un seul, car alors
elle est forcément remplie pour tous. B

165. Equivalence de deux systemes. — Le théoréme du nu-
méro 162 permet aussi d’énoncer les conditions géométriques
d’équivalence de deux systemes de forces ; elles sont fournies
par la proposition suivante :

Pour que deux systémes de forces soient équivalents, il faut et
il suffit quiil existe un point du corps pour lequel la réduction a
une force et aun couple donne la méme force et le méme couple
dans les deux cas.
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Cest évidemment suffisant, parce que deux systemes équi-
valents & un troisieme sont équivalents enfre eux ; il reste a
prouver que c'est nécessaire. Soient donc S et 5, deux sys-
témes équivalents. Faisons la réduction
pour un point O, d’abord pour les forces
du systeme S, puis pour celles du sys-
teme S;. Soient R et G la résultante gé-
nérale et le couple résultant du premier
systeme, R, et G, la résultante générale
et le couple résultant du second. La
force R et le couple G définissent un
systeme équivalent & celui qui est défini
par R, et par G,. Or, on peut faire équilibre & la force R et

au couple G au moyen de la force — R appliquée en O et
du couple — G, dont les définitions sont évidentes. Des
lors —R et — G font aussi équilibre au systeme défini
par la force R; et le couple ;. Mais on peut composer d'une
part R, et —R, ce qui donne une force R’ ; d’autre part
3, et — G, ce qui donne un nouveau couple G'. Cette force

et ce couple doivent étre en équilibre, ce qui exige (164) qu’on
ait simultanément R’ =0 et G'= 0. Or,onne peutavoir

"R'=0 quesi R, et — R sont égales el opposées, ¢ est-a-
dire si R, est identique & R ; pareillement on ne peut avoir
7 =0 quesi G, et — G sontégaux et opposés,clest-a-dire

si G, estidentique & G.
Comme précédemment, la condition est nécessaire pour
tous les points et suffisante pour un seul.

166. Corollairve. — Quand on fail la réduction pour un meéine
point, on lrouve toujours la méme résultante générale el le méme
couple résultant, de quelque manicre que Uon fasse la réduction.

167. Réduction & une force. — Théoréme. — Pour qu’on
puisse réduire a une seule loutes les forces appliquées a un corps
solide, il est nécessaire el suffisant que Uaxe du couple résullant
relatif a un point quelcongue soit nul, ou perpendiculaire a la

résultante générale.
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C’est suffisant, en vertu du théoréme du numéro 161 ; prou-
vons donc que cela est nécessaire. Supposons, pour cela,
gqu'en faisant la réduction pour un point O convenablement
choisi, on obtienne une force R et pas de couple ; de sorte

que R est équivalente au systeme de forces
o’ 0 appliquées au corps. En vertu de la proposition
du numeéro 166, si on fait la réduction pour un
autre point quelconque, 0O', on obtient la méme
force et le méme couple qu'en transportant R
de O en O, parce que R constitue, a elle seule,
un systeme equivalent au systéme proposé. La proposition
résulte alors de ce que, sil’on transporte R de O en O/, le
couple de translation qui en résulte a son axe perpendiculaire
au plan O'OR (159) et par suite & R. Le raisonnement sup-
pose RZ£0.

R

168. Corollaires. — 1° 1l est évident que si toutes les forces
appliquées a un corps solide concourent au méme point, elles
se réduisent & une seule.

2% Quand toutes les forces sont dans le méme plan P, en
prenant un point de ce plan comme centre de réduction, on
voit que les axes de tous les couples de translation sont per-
pendiculaires au plan P, et il en est évidemment de meéme de
I’axe du couple résultant.

La résultante générale étant aussi située dans le plan P,
toutes les forces considérées se réduisent & une, en vertu du
théoreme précédent, sila résultante générale n’est pas nulle.
Elles se réduisent & un couple si la résultante générale est
nulle. ’

3° Quand toutes les forces sont paralleles & une meéme
droite D, si I'on prend comme centre de réduction un point
quelconque O de l'espace, les axes de tous les couples de
translation sont situés dans le plan mené par O, perpendicu-
lairement & D; ilen est de méme de I'axe du couple résultant;
‘par conséquent I'axe du couple résultant est perpendiculaire a
la résultante générale et, si la résultante générale n'est pas
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nulle, le systéme se réduit encore & une force; il se réduit &
un couple si la résultante générale est nulle. Nous démon-
trons ainsi & nouveau que toutes les forces paralleles appli-
quées a un corps solide peuvent étre remplacées par une force
unique ou par un couple.

169. Réduction & un couple. — Théoréme. — Pour que toutes
les forces appliquées a un corps solide se réduisent a un couple,
il est nécessaire el suffisant (jit@ la résultante générale pour un
point quelconque soit nulle, sans que le couple résultant le soit.

Cette proposition résulte de ce que larésultante générale est
constante en grandeur.

170. Réduction & deux forces. — Théoreme. — 7Toules les
forces appliquées a un corps solide peuvent étre réduites a dewr,
appliquées Uune en un point A choisi arbitrairement dans le
' corps, Uautre en un point choist arbi-
trairement sur une drovte passant par A.

Soient, en effet, R la résultante géné-
rale et G 1'axe du couple résultant relatif
a un point quelconque, A, du corps. On
peut donner & la force P du couple repré-
senté par G et par suite au bras de levier
du couple, une valeur quelconque ; on
v peut aussi supposer que l'une des forces
du couple soit appliquée en A ; soit P cette force. En com-
posant les forces P et R, la proposition devient alors évi-
dente.

On voit de plus que la force Q est dans un plan fixe mené
par le point A.
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MOMENTS DES FORCES ET EXPRESSION ANALYTIQUE
DES CONDITIONS D’EQUILIBRE

171. Moment d’une force par rapport a un point. — On ap-
pelle moment d'une force I par rapportaun point quelconque
0, Paxe du couple qui résulte de la translation de la force F

au point 0. Ce moment est done un vee-

teur OG, perpendiculaire au plan OAL,

A porté dans un sens tel que le sens de

- rotation du couple de (ranslation soit le

0 ~~- sens de gauche a droite, par rapport & un

F observateur qui a les pieds en O el la

tete en G. On peul du reste mener ce

vecteur par un point quelconque de I'espace, el sa valeur

numérique est le double de Naire du triangle OAL. [l en résulte

(que sa valeur numdérique ne change pas : 1° quand on déplace

la force sur sa ligne d’aclion ; 2> quand on déplace le point O
sur une parallele ala ligne d'action de la force.

il en résulte aussi que le moment est nul, soit quand la force
est nulle, soit quand elle passe parle point O.

172. Moment résultant d’un systeme de forces. — On appelle
moment vésultant 'un systeme de forces, par rapport & un point
0, Taxe da couple qui résulte de la translation de toutes les
forces du systeme au point O ; ce point prend alors le nom de
centre des moments.

De cette définition el de la proposition démonfrée nwnéro
157, il suit évidermment que le moment résultant d'un systéme
de forces est la somme géométrique des moments de loutes
ces forces.

173. Théoreme. — Lorsque plusieurs forces ont wune résul-
tante, lewr moment vésullant est égal aw moment de la résullanle.
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Nous avons vu en effel que la résultante générale etle couple

résultant sont les meémes pour le méue

A poinl, de quelque facon que l'on fasse la ré-

0 duction. Or, soit R la résultante, appliquée
au point A. On peul faire la réduclion pour

R le point O de deux manieres @ 1° en trans-

portant toutes les forces, sauf R, parallele-
ment i elles-meémes au point O ; T'axe du couple résultant de
ces translations est alors, par définition, le moment résultant;
2° en transportant la force R parallelement a elle-méme au
point O; Taxe du couple qui résalle de cette translation est
alors le moment de la résultante. De la el de la proposition
du numéro 166 résulte évidemmentla proposition.
174. Corollaire I. (Theoreme de Varignon.) — Lorsque plu-
meéme plan el onl une résultanie,
la valewr numérique du moment de lewr vésullante, par rapport

steurs forces sont stludes dans le

a un point de ce plan, est égale a la somme algébrigue des
valeurs mmnériques des moments des composantes, par I“u]_')pm'/’
aw méme poinl. *

Pour détablir celle proposition nous remarquerons que tous
les couples qui résultent de la translation des forces en un
point de leur plan, sont dans ce plan ; par
suile, leurs axes portés & partir du wéme
point, sont distribués sur la méme per-
pendiculaire, zz'; & ce plan. Si donc on

01’ convient d’affecter du signe —+ les valeurs
/ : numeériques des axes portés dans un sens,

du signe — les valeurs numériques des

2 aulres, en raisonnant comme pour la

composition des forces qui ont la méme
ligne d’action, on voit que la valeur numérique du moment
résultant est la somme algébrique des valears numériques des
moments composants. Done la valeur numérique du moment
de la résultante, quand il y en a une, est égale & la somme
algébrique des valeurs numdriques des moments des compo-
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santes; car, en vertu de laproposition précédente, il y a identilé

enfre le moment résultant et le moment de la résultante.

175. ReMARQUE. — On ulilise cetle proposition pour exprimer
les conditions d’équilibre d'un systeme de forces situées dans
le meéme plan, en remarquant, pour cela, que si la somme
algébrique des moments est nulle, la résultante est nulle ou
passe par le centre des moments.

176. Corolaire XX. — Le wmoment résullant dun  systéme
de forces ne change pas quand on
remplace dewx ow plusicurs forces du
systeme par leur ésullante, ow in-
versement.

Soient, en effet, P el Q deux forces
du systeme ayant une résullante R,
et soient OH, OG, OK les moments
respectifs de ces forces par rapport & un point O. La proposi-
tion énoncée signifie que, dans la détermination du moment
résultant de toutes les forces du systéeme, on peut remplacer
01 et OG par OK ; mais cecirésulte de ce que dans une somine
géométrique de vecteurs on peut remplacer deux on plusicurs

A

vecteurs par lear somme géomdélrique, sans que la somme soif
altérée (71).

177. Application. — On considére {rois axes reclangulaires,
O.x, Oy, Oz, el une force ¥ siluée
dans le plan 20y, appliguie en wn
N point A défini par ses coordonnies

/ xely, et dont les composanles par
\ : -
\ rapport aux axes Ox el Oy sonl X ¢l

o~ 7 x l s l'f'ozrwc?)‘ lg 'Am(mz..enl' de celle foice
NV X e rapport aw point (,).

, Le moment cherché est un vec-

Y& }; teur porté sur Oz, dansun sens ou

dans 'autre, suivant le signe de sa

aleur numeérique. Cherchons donce cette valeur numdérique, en

convenant d'affecter du signe - et de porter sur la demi-droite
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0Oz les moments des couples dont le sens de rotation est le
sens de gauche a droite, par rapport & un ohservateur quia les
pieds en O et la teéte vers z. En vertu du théoréme de Varignon
il suffira de faire la somme algébrique des valeurs numériques
des moments des forces X et Y.

Occupons-nious d'abord de Y et supposons en premier lieu
que Y soil positive ainsi que U'abscisse x du point A, ce qui
est le cas de la figure. L’axe du couple qui résulte de la frans-
lation de Y au point O est alors évidemment posilif, dapres
la  convention faite plus haut ; sa valeur absolue est
Y X OI, etcommeici Ol = x, ilestégal aaY. Je dis qu'il
est égal a4 2Y dans tous les cas. Pour le prouver, il y a quatre
cas 4 examiner suivant les signes de = et de Y ; comme nous
en avons examiné un, il n’en reste plus que trois. Mais le rvai-
sonnement étant le méme pour tous, nous bornerons notre
examen & un seul, celui, par exemple,de  x <0 et Y > 0.
Supposons done que le point d'application soit en A’ la
valeur absolue du moment est encore la méme que celle de
7Y, mais il est manifeste que le sens du couple de translation
est changé. Donc la valeur algéhrique du moment est encore Y.

On verrait absolument de méme que le moment de X esl
égalh  —yX; parsuite le moment de la force F a pour
expression  zY — yX.

178. Moment ’'une foree par rapport & un axe. — On appelle
moment d’une force par vapport a un axe le moment, par rap-
porta un point quelconque de
l'axe, de la projection de la
force sur le plan perpendicu-
laire & 'axe mendé par ce point.

Soient zz' l'axe, O un point
quelconque de cette droite

et P le plan perpendiculaire
mené par le point 0. Soient,
d'autre part, I" la force appli-
> 4 quée au point A et af sa pro-
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jection sur le plan P. La valeur numérique du moment de I
par rapport a laxe zz' esl égale, par définition, au double de
I'aire du triangle Oaf": par suite, si Ol estla perpendiculaire sar
af menée par le point O, U'expression du moment est Ol XX /.

Appelons ¢ la plus courte distance de 'axe et de la force el «
leur angle; on a évidemment Ol = ¢ etl, si 'on mene A/
parallele & af, le triangle rectangle Af'F donne Af'==AF.sinz,
c'est-a-dire =T sin «.

L’expression du moment prend done la forme

I'.¢.sin 2,
en vertu de laquelle on voit que le moment est nul dans 'un
des deux cas suivants : 1° quand la force rencontre l'axe ou
lui est parallele ; 2° quand la force est nulle.

1l résulte d’ailleurs aussi de cetle expression que le moment
ne change ni quand on déplace le point O sur I'axe, ni quand
on déplace la force sur sa ligne d'action,ni enfin quand on
déplace la force dans un plan parallele & laxe.

Ajoutons que si l'on a & prendre les moments de plusieurs
forces par rapport a un axe, il y a lien de {ixer sur cet axe un
sens positif Oz, un sens négalil O, et daffecter du signe - les
moments portés dans le sens de O vers z, du signe— les aulres.

179. Theoréme. — Le moment d’une force par rapport d un
axe est égal, en grandeur, divection el sens, a la projection sur
cel axe du moment de la force par rapport a un poinl quel-
conque de Uaxe.

o Soit O un point quelconque de
¥ l'axe et soit I la force ; comme
7 elle peut étre déplacée a volonté sur

A
6

1
.
’\I sa ligne d'action, on peut supposer
~ Fa qu'elle soil appliquée en un point 1

P Kt - L i / du plan P perpendiculaire a 'axe el
T / passant par le point O. Décompo-
sons-la en deux autres Ify et 1f] la
premicre parallele a 'axe et la deu-
xieme située dans le plan P; celle~ci est la projection de ¥ surle

O |

Z’
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plan P. Le momentde ¥ parrapportau point O estla somme géo-
meétrique des moments de f el de f, (173). Or, le moment de f,
est un vecteur OG situ¢ dansle plan P; le moment de f esi un
vecteur OK porté sur zz'; par suite le parallélogramme cons-
(ruit sur OK et sur OG est un rectangle dont la diagonale OL
est le moment de I par rapport au point O. Mais le coté Ok
de ce rectangle est la projection de Ol sur ', et d'autre part
OK, moment de / par rapport au point O, est aussi le moment
de F par rapport a 'axe ; la proposition est donc démontrde.

180. Application. — On donne les coordonndes du point d’n)-
plication et les composantes d’une force pai rapport @ trols ares
de coordonnées vectangulaives; calculer les cxpressions des com-
posantes, par rapport a ces (rois axes, du momenl de la force
par rapport a Uorigine.

Le moment dunc foree I par rapport au point O élant un
veeteur, on peut considérer ce veeteur comme la somme géo-

mélrique de ftrois autres, diriges

& respectivement suivant Oz, Oy e

Oz 1l s'agit de caleuler les expres-
sions de ces trois vecleurs an moyen
des coordonnées a, y, z da point

d'application de la force et des eon-
posantes X, Y, 7 de celte foree sul-
vant les axes. Pour cela, nous re-

Y

margierons que la composante de
ce vecteur suivant Oz est ¢gale, en vertu du théoreme préce-
dent, au moment de la force par rapport i Oz, ¢’est-a-dire au
moment par rapport au point O de la projection de la foree
sur le plan 20y. Mais la projection de la force sur le plan
20y est une force appliquée en un point (r, y) de ce plan et

dont les composantes sont X et Y; done, en vertu du numero
177, .son moment par rappport au point O est égal a

rY — yX,
celte expression est aussi celle de la composante suivant Oz
du moment de la force IY par rapport au point 0. On en déduit
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les autres composantes en permutant circulairement les lettres
x, Yy, 2 et X, Y, Z0Sidone L, M, N sont les composantes cher-
chées suivant les axes respectifs Ox, Oy et Oz, on a

L =y/Z—zY,
M = zX—ua¥Z,
N =aY—yX.

181. Remaroue I. — Par définition les quantités L, M, N
représentent aussi en grandeur et signe les projections sur les
axes respectifs Ox, Oy et Oz de l'axe du couple qui nait de la
translation de la force 1" au point O. Dlaprés cela. soit
[y, ¥y oo0, o un systeme de forces appliquées a un corps
solide. Supposons que 'on ransporte toutes ces forces paral-
lelement a elles-mémes au point O et soient, d'une manicre
générale, L; M; N; les projections sur les axes de 'axe du
couple de translation de la force I';. L'axe du couple résultant
¢tant lasomme géométrique des axes des couples composants,
sa projection sur un axe quelconque est égale ala somme
algéhrique des projections sur le méme axe des axes des cou-
ples composants. Si done L, M, N sont les composanles sui-
vant Ox, Oy et Oz de I'axe du couple résultant, on a

L = 3L, M = M, N = 3N,

182. Remaroue . — A cause de la signification des letlres 1,
M, N, et dans le cas particulier ot les forces Iy, I, ..., 1", onl
une résultante, ces formules peuvent encore s’énoncer ainsi :

Lorsque plusieurs forces onl une résullante, lemoment de celle
résultante par rapport ¢ un axe quelconque est éyal a la somme
algébrique des moments des composantes par vapport e méme
axe.

En effet, L, moment de la résultante par rapport a Oz, est
égal & X1, ¢'est-d-dire & la somme algchrique des moments des
composantes par rapport au meéme axe.

183 . Expressions analytiques des conditions d’équilibre $un

systéme de forces. — Les développements contenus dans les

%)
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numéros précédents permettent d’exprimer analytiquement les
conditions d’équilibre d’'un systeme de forces, en exprimant
que la résultante générale est nulle, ainsi que 1'axe du couple
résultant relatif & un point. Or, pour quc la résultante géné-
rale soit nulle, il faut et il suflit que chacune de ses projections
sur trois axes formant un tricdre soit nulle ; d’autre part la
projection de la résultanle sur un axe quelconque est égale a
la somme algébrique des projections des composantes. Donc
pour que la résullante généeale soil nulle, il fautl et il suwjfil
qu'en projelant toules les forces sur (rois ares formant un {ric-
dre, la somme algiébrique des projections sur chacun des oxes
sotl nulle.

Pareillement, powr que Caxe du couple résullant velatif a un
point soil nul, il faul et il suffit qu’en projelant s (rois ares
formanl wn tricdre les axes des couples composants velaiifs iou
méme poinl, la somme algébrigue des projections sur chacui ies
axes soil nulle.

Daprés cela, soient 1Yy, Iy, ..., I, lesforees appliquées cux

points dont les coordonndées par rapport & trois axes rectungu-

laires Oz, Oy, Oz sont respeclivemcent

be Tyy Yy 31y Loy Yoy Ta 0 ven 5 Xy Ypy Ths

K Appelons, dune manicre géncrale,

X, Y, 7Ziles composantes de la foree I,

A, suilvant ces trois axes et 1, M, I\, les

/ ~ composantes, suivant les mémes axes,

0 £ de Vaxe du couple qui résulte de Ia

Yy translation de la force If; au poini O.

Si 'on appelle de méme X, Y, 7 ies

composantes de la résultante géndrale, L, M. N celles de Tuxe
du couple résultant relatif au point O, on a (181)

X = ¥X, (L =YL,
1) { Y =73y, 2) N
7. = Sl N = IN;

et les conditions d’équilibre du systéme sont
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X =0, L =0,
(3) Y =0, (4) M =0,
7 =0; N = 0.

Ajoutons d'ailleurs que, les axes étant rectangulaires, on a (180)
(3> Ly = yili— Y, M= zX;—wZ;, Ny = aY;— y\i.

184. Condition pour qu’il y ait une résultante. — 1l faut ol
il suffit que 'axe du couple résultant soit nul ou perpendicu-
laire & la résultante générale. Ces deux hypotheses sont com-
prises dans I'équation unique

(6) LX +4-MY -+~ NZ = 0,
dans laquelle les six quantités X, Y, Z, L, M, N sont définies
par les équations (1) et (2).

I1 est du reste bien aisé d’obtenir les coordonnées x, y, z du
point d'application de la résultante, quand il y en a une. On
a, en effet, pour les déterminer, les trois équations

L = yZ —=zY,
M = z2X —uZ,
N = xY — yX,

1

qui se réduisent a deux en vertu de (6). Supposant qu'elles se
réduisent aux deux premieres, cela veut dire que le point dap-
plication peut étre pris arbitrairement sur la droite définie par
ces deux ¢quations : cette droite est la ligne d’aclion de la re¢-
sultante.

185. Conditions pour que le systéme se réduise & un couple.
— 11 faut et il suffit que la résultante générale soit nulle (169).
Les conditions cherchées sont donc

X, = 0, Y, = 0’ _\:Z’ = {).

186. Equivalence de deux systémes. — [ faut et il suffit
qu'en faisant la réduction pour le méme point les couples
resultants des deux systemes soient identiques, ansi que les
deux résultantes géndrales (165). Si done on désigne par des
lettres accentuées les ¢léments qui déterminent les forces du
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second systeme, les conditions d'équivalence des deux sys-
temes seront

=X, = XX/, g YL, = XL,
XY, = Y, EM; = XM,
X7, = X7, ? EN; = INj.

187. Systéme de forces paralléles. — Lorsqu’on a ut sys-
teme de forces paralléles, on peut supposer 'axe Oz parallele
a ces forces. On a alors

X; =0, Y, = 0, 1y =),

-
et, les équations (5) donnent
L; = il M, = — a2, N, = 0.
Par conséquent
X = X¥X; =0, Y = XY, = 0, Z = XF,
(1) L ==y, M == XFa, N = XN, = 0,

La condition LX —A4-MY + NZ = est remplic; st done 7
o XE; a'est pas nulle, on aune résultante. Le point dapplica-
tion de cette résultante sera défini par les équations
L = yZ —zY, M = zX —xZ,
¢'est-a-dire, ict, par 7
SFay =yl
— Nl = — aXV,,

On en dédutt les formules

2 21
xr — I 1 it peenaanit
ST TR,

qui définissent la ligne d'action de la résultante.
Si Fon a EF; =0, les forces se réduisent a un couple
dont laxe, perpendiculaire & Oz, est défini par les équa-
tions (7).
Enfin, les conditions d'¢quilibre sont
zF = 0, Wy = 0, 2 = 0

d'olt il suit que, pour quun systeme de forces paralleles sodt
en équilibre, il faut et 1l suflit que la somme algéhrique des
forees soit nulle, ainsi que la somme algébrique des moments
par rapport & deux plans parvalleles aux forces. Ces deux der-
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nieres conditions sont exprimdces par les équations
EFiUﬂ = 0 el EFL‘ZL' = 0.

188. Systéme de forces non paralléles situées dans le meme
plau. — Comme dernier cas particulier supposouns que toutes
les forces soient dans le méme plan sans étre pavalleles et pre-
nons ce plan pour plan 20y. Alors une force quelconque, I,
sera appliquée en un point de coordonnées x;, v; 0, el aura
pour composantes X;, Y; 0; par suite, en sc reportant aux
formules (5), on aura

L, = 0, M, =0, N o= Y — NG
Donc, on aura aussi
X = XX, Y = XY, 7 =0,
L =0, M =0, N = XN,.

L’axe du couple étant toujours, dapres cela, perpendicu-
laire & la résultante géndérale, si celle-ci n'est pas nulle, les
forces se réduisent 4 une, dontle point dapplication &, y est
un point de la droite représentée par I'équation

Y — yX = N.
Les conditions d'équilibre se réduisent ici a (rois, savoir :
X, =0, XY, = 0, XN, =0, ‘
les frois autres sont identiquement satisfailes. Les (rois con-
ditions d’équilibre peuvent évidemment s’énoncer encore de la
maniere suivante : Powr qiun systéme de forces situdes dans
le meéme plan soil en équilibre, i fawl el ol suffit que la sonone
algébrique de leurs projections sur dewx axes veclagilaires
stlucs dans ce plan soil nulle, et qu’il en soit de ndme de lo

SOMMNE (z/gé/n‘iqu(; cde lewrs moments par rapporl /u,)in/ e
ce plan.

189. REvMARQUE. — hes six conditions d*équilibre dun sys-
teme de forces peavent encore s'énoncer ainsi :

Pour qidun systéme de forces appliquées a wa corps solide
soil en équilibie, 0l fol el il suffit s 1% que les soimes algiéhri-
ques des projections de towles ces forces sur frofs wees formand

ANTOMARI, — MECAN. 8



