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AUS DEM VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE

Das vorliegende Bandchen verfolgt den Zweck, bei dem
Leser Sinn und Verstandnis fiir die Probleme zu wecken,
an denen die Mathematik reich ist und zu deren Losung die
Geistesarbeit von Jahrhunderten, ja, wie die Geschichte der
Quadratur des Kreises zeigt, von Jahrtausenden notwendig
war. Auf Vollstandigkeit kann allerdings kein Anspruch er-
hoben werden; doch habe ich mich bemiiht, alle diejenigen
mathematischen Leistungen anzufithren — wenn auch ofters
nur historisch —, die ftir die Losung des Problems in irgend-
einem Sinne einen Fortschritt bedeuten.

Mogen sich durch die Lektiire dieser Schriit zahlreiche
Leser bewogen fiihlen, sich eingehender mit dem Studium
der Geschichte der Mathematik zu befassen, die ja auch
neuerdings an den hoéheren Schulen mehr und mehr die ihr
geblihrende Beachtung findet.

Vaihingen-Enz, im Marz 1913. E. Beutel.

VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE

Dem Wunsch des Verlags entsprechend wurden an ver-
schiedenen Stellen mit Rucksicht auf die Papierteuerung
der Gegenwart Kiirzungen vorgenommen, denen auch das
Namenverzeichnis und mehrere in Aussicht genommene Er-
weiterungen zum Opfer gefallen sind. Ich hoffe jedoch, dafl
trotz der knappen Darstellung die Lesbarkeit des Bindchens
sich nicht vermindert hat.

Stuttgart, im Januar 1920. E. Beutel.
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I. EINLEITUNG

1. DIE URSACHEN DER BERUHMTHEIT DES
PROBLEMS

Die Mathematik ist reich an beriihmten Problemen; keines
aber hat eine solche geradezu sprichwortlich gewordene
Bertthmtheit erreicht wie die Quadratur des Kreises, keines
hat eine solch grofie Zahl von Bearbeitern und, wie wir
gleich hinzufiigen missen, von mifiglickten Losungsver-
suchen gefunden wie das unsrige.

Es sind verschiedene Ursachen, denen die Kreisquadratur
ihre Bertihmtheit verdankt. Nicht als ob der Wert dieses
Problems fir die Wissenschait oder fiir ihre Anwendungen
von hervorragender Bedeutung wéare; es gibt in der Mathe-
matik viele Probleme, die wissenschaitlich weit interessanter
und praktisch ungemein wertvoller sind, die trotzdem nicht
weit tiber den Kreis der Fachgenossen hinaus bekannt ge-
worden sind. Dagegen hat das Problem von der Quadratur
des Kreises bis in die letzten Jahre herein immer wie-
der Bearbeiter gefunden. Da diese haufig fachwissenschaft-
lich wenig durchgebildet waren, so konnte ihnen die Losung
der Aufgabe natiirlich nicht gelingen aus dem einfachen
Grunde, weil, wie wir spater sehen werden, eine Losung in
dem Sinne, wie Laien es meinen, unmoglich ist.

Die Anziehungskraft des Problems liegt einesteils darin,
da} die Begriffe Kreis und Quadrat fast jedermann gelaufig
sind; jeder glaubt zu wissen, was unter dem Flacheninhalt
einer begrenzten Figur zu verstehen ist, und so scheint die
Aufgabe: ,einen Kreis in ein flichengleiches Quadrat zu
verwandeln® beim ersten Anblick nicht allzu schwer. Ferner
hat die Tatsache, dall die Lésung dieser Aufgabe von den
hervorragendsten Mathematikern aller Zeiten vergeblich ver-
sucht worden ist, offenbar eine nicht geringe Anziehungs-
kraft auf die Mathematiker ausgeiibt, und auch der grofie
Kreis der Nichtmathematiker scheint hiervon angesteckt
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worden zu sein. Hiezu kam nun ein weiteres. Nicht nur
winkte dem Glitcklichen, der die Losung fand, der Lorbeer
einer fast unsterblichen Bertthmtheit, sondern im Mitielalter
fand die Ansicht viele Anhanger, dafl derjenige, dem die Lo-
sung dieses mathematischen Rétsels gliicke, den Zusammen-
hang der Vorginge der irdischen Erscheinungswelt besser
verstehe und vielleicht sogar Einblick in tibernatiirliche Ge-
schehnisse erlange. Man betrachtete das Problem der Qua-
dratur des Kreises als den mathematischen Stein der Weisen.
- Endlich war bis in die neueste Zeit herein der Glaube
verbreitet, dafl grofie Akademien, das englische Parlament
(wegen des vermeintlichen Zusammenhangs mit der Auffin-
dung der geographischen Linge auf hoher See) oder irgend-
eine einflulireiche Personlichkeit hohe Geldpreise ftir die
Losung der Auigabe ausgesetzt hitten; denn es hitte ja
sonst nach der Ansicht vieler mathematischer Laien keinen
Zweck gehabt, dafl selbst hervorragende Gelehrte sich mit
der Losung des Problems abgemiiht haben. Die Erlangung
einer grofien Geldprimie mag neben einem gewissen Maf
von Ehrgeiz hiufig die Haupttriebieder der Bemiihungen
vieler ,,Quadratoren* gewesen sein.

Es ist duBlerst unterhaltend und belustigend, die Stof3-
seufzer solcher Quadratoren zu lesen, die, obwohl sie von
der absoluten Genauigkeit ihrer Konstruktion tberzeugt
waren, doch die von ihnen erwartete allgemeine Anerken-
nung nicht fanden. So z. B. verfluchte der Franzose Basselin
(18. Jahrh.) die undankbare Mitwelt in der Hofinung, von
der Nachwelt anerkannt zu werden. Mehriach setzten die
Quadratoren Preise aus fiir denjenigen, der einen Fehler in
ihrer Losung finde: so mufite der Franzose Mathulon fir
eine mifigliickte Kreisquadratur den von ihm fiir den Nach-
weis seines Fehlers festgesetzten Preis von 1000 Talern
wirklich ausbezahlen, und der polnische Oberstleutnant Cor-
sonich setzte 50 Dukaten fiir denselben Zweck aus. In einer
im Jahr 1840 erschienenen Schrift werden die Leistungen
von Archimedes als Betrug gekennzeichnet, und nachdem
der Verfasser dem lieben Gott gedankt hat, dafl er gerade
ihn auserwahlt habe, ,die langgesuchte, mit Inbrunst be-
gehrte, von Millionen betastete Losung des mathematischen
Phinomen-Problems® zu 16sen, sagt er: ,,Es beliebte nun ein-
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mal so der Mutter Natur, dies mathematische Kleinod dem
menschlichen Forschen vorzuenthalten, bis es ihr gefiel, die
Wahrheit der Einfalt zu tbergeben.” Eine ,genaue® Kreis-
quadratur erblickte im Jahre 1893 das Licht der Offentlichkeit
unter dem stolzen Titel: ,Die Wahrheit schreitet einfach, aber
maijestitisch vor und zermalmt ihre Gegner®; trotzdem war die
Losung falsch. Kurz vor Ausbruch des Weltkriegs ging dem
Verfasser aus Sudamerika das Ergebnis der Bemiithungen
eines Kreisquadrators zu, der jedoch durch Berechnung des
Kreisumfangs und des Kreisinhalts zu zwei verschiedenen
Ergebnissen gelangte.

So ist es nicht verwunderlich, dafi schon im Jahre 1775
die Pariser Akademie der Wissenschaiten einen Beschluf;
faBdte, ,Losungen der Quadratur des Kreises nicht mehr zv
untersuchen”. Andere Akademien folgten, aber trotzdem ist
die Zahl der Quadratoren bis in die Neuzeit herein nicht
ausgestorben; neben dem Gefithl verkannter Grofie erhilt
sich bei ihnen das Bewufitsein, dafl die Mathematikerzunit
ihnen nur aus Neid die gebithrende Anerkennung versage.

Doch ist es heutzutage unleugbare Tatsache, dafl vielleicht
infolge der stirkeren Betonung der Mathematik im Schul-
unterricht jeder gebildete Nichtmathematiker das Problem
wenigstens dem Namen nach kennt und weifl, dafl es un-
l6sbar ist oder daf} bis jetzt auch den berithmtesten Mathe-
matikern eine Losung nicht gegliickt ist. So findet sich
hiufig in nichtmathematischen Schriften, ja sogar in unseren
Zeitungen heute noch die Redensart: ,,die Quadratur des
Zirkels versuchen“ in dem Sinne ,etwas Unmégliches tun®
oder ,etwas auflerordentlich Schwieriges mit unzulanglichen
Mitteln erledigen wollen®. Auch Bismarck hat, um nur ein Bei-
spiel anzuftihren, in seinen Reichstagsreden hie und da von der
Quadratur des Kreises in diesem bildlichen Sinn gesprochen.

2. GENAUE FORMULIERUNG DES PROBLEMS;
UBERBLICK UBER DIE VERSCHIEDENEN ZEIT-
RAUME DER GESCHICHTE DER KREISQUADRATUR

Unter der Zahl m verstehen wir das Verhdltnis des Kreis-

umfangs u zum Durchmesser d, also ist u = md. Da alle
Kreise #hnliche Figuren sind, so ist u :u, = d, : d; und
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2
J, 1 Jy = 25, Hieraus folgt J = Ar?, wo \ eine noch zu er-

mittelnde Konstanie ist. Da aber J = —-ru (wo r der Kreis-

radius ist), so ist wegen u = md die Konstante A = 1. Die
Zahl m gibt also auch das Verhdltnis des Kreisinhalts zum
Quadrat iiber dem Radius an. Der Wert der Zahl m ist

3,1415926535897 . ...

Aus der Formel J = —;eru ergibt sich, dafl man jeden Kreis

in ein inhaltgleiches Dreieck verwandeln kann, dessen Grund-
linie gleich dem Kreisumfang u und dessen Hohe gleich
dem Kreisradius rist. Dieses Dreieck 1af}t sich in ein flachen-
gleiches Quadrat verwandeln, und damit wére die Auigabe
gelost. Das Problem der Quadratur des Kreises kommt
also aui die Konstruktion des Umiangs des Kreises, d. h.
auf eine Rehtifikation hinaus. Die Geometer des Altertums
betrachteten nur solche Auigaben als konstruierbar, die sich
allein durch eine endliche Zahl von Operationen unter An-
wendung von Zirkel und Lineal 16sen lassen. Die Lésung
elementar-geometrischer Konstruktionsauigaben lauit schlie3-
lich auf die wiederholte Ausfihrung der beiden folgenden
Auigaben hinaus, die sich nicht auf einfachere zurtickitihren
lassen:

a) durch 2 Punkte eine Gerade zu zichen;

b) um einen gegebenen Punkt mit gegebenem Radius
einen Kreis zu konstruieren.

Die Aufgabe a) wird durch alleinige Anwendung eines
Lineals, die Aufgabe b) durch Anwendung eines Zirkels gelost.

Zu dieser geometrischen Festsetzung mufl noch eine arith-
metische freten.

Alle Zahlen werden eingeteilt in rationale Zahlen und in
irrationale Zahlen. Die rationalen Zahlen umfassen das Ge-
biet der positiven und negativen ganzen Zahlen und die
Briiche. Bei den irrationalen Zahlen unterscheidet man alge-
braische und franszendente Zahlen. Erstere sind die Wurzeln
einer Gleichung beliebig hohen Grades mit rationalen Koei-
fizienten. Rationale Zahlen erhalten wir durch ein- oder
mehriache Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
positiver oder negativer ganzer Zahlen. Unter Zugrundele-
gung einer Einheitsstrecke sind diese vier Operationen mit



Irrationale und transzendente Zahlen 0

Zirkel und Lineal ausfithrbar. Die einfachste irrationale Ope-
ration ist das Ausziehen von Quadratwurzeln. Jeder Ausdruck

von der Form a 4+ b} c ist geometrisch konstruierbar. Bei
den hoheren irrationalen Operationen ist eine Konstruktion
nur dann moglich, wenn man mit einer endlichen Anzahl
von Quadratwurzeln auskommt.l) Auf die endliche Anzahl
ist hierbei Wert zu legen; eine unendliche Anzahl von ratio-
nalen Operationen oder von Quadratwurzelausziehungen
gibt im allgemeinen?) eine in unserem Sinne nicht mehr
geometrisch konstruierbare Grofle. Wir kénnen also sagen:

Ein analytischer Ausdruck, d. h. jede nach einer gegebenen
Rechenvorschrift gebildete Buchstaben- oder Zahlenverbin-
dung, ist dann und nur dann mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar, wenn er aus den gegebenen Gréflen durch eine
endliche Anzahl rationaler Operationen und Quadratwurzeln
abzuleiten ist.

Wenden wir uns nach diesen allgemeinen Bemerkungen
nun zu unserem eigentlichen Gegenstand. In der Geschichte
der Kreisquadratur lassen sich drei Zeitrdume unterscheiden:

I. Der elementar-geometrische Zeitraum von den An-
fangen mathematischer Untersuchungen bis zur Erfindung
der Differential- und Integralrechnung. Der Kreisumiang wird
naherungsweise als rationales Vielfaches des Kreisdurch-
messers mit jeder nur wiinschenswerten Genauigkeit berech-
net; die naherungsweise Quadratur des Zirkels kann mit jeder
denkbaren Genauigkeit konstruktiv ausgefiihrt werden.

If. Der infinitesimale Zeitraum von 1654—1766, in wel-
chem die Zusammenh#nge der Zahl m mit anderen Funkti-
onen erkannt werden; ™ wird durch analytische Ausdriicke
mittels einer unendlichen Reihe von Operationen dar-
gestellt.

1) Ist a eine gegebene Strecke, so ist der Ausdruck x=a13/§
nicht unter Anwendung von Zirkel und Lineal konstruierbar. Aus

x=a}/2 folgt x®=2a® Diese Gleichung entspricht dem eben-
falls beriihmten Problem der Wiirielverdoppelung.

2) So z. B. gibt die unendliche Reihe 1 4 x 4 x*4- - . . in inf.
fiir eine rationale Zahl x zwischen — 1 und -4 1 die rationale

Zahl -1——1—-1—5; ebenso stellt jeder (u'nendliche) periodische Dezimal-
bruch eine rationale Zahl dar.
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I1I. Der algebraische Zeitraum 1766—1882, in dem das
‘eigentliche Wesen der Zahl m erkannt wird. Endgiiltig er-
ledigt wird das Problem 1882 durchLindemann, Professor
der Mathematik an der Universitat Miinchen, der nachweist,
daBl ™ eine transzendente Zahl ist, daBl also die Quadratur
des Kreises durch Zirkel und Lineal unmoglich ist; in der
Folgezeit wird der Lindemannsche Beweis durch die Arbeiten
deutscher Mathematiker noch weiter vereinfacht.

[I. DER ELEMENTAR-GEOMETRISCHE
ZEITRAUM

3. DIE AGYPTER, CHINESEN, ALTESTEN INDER UND
BABYLONIER

In den Uranfingen der mathematischen Wissenschait, in
der sog. naiven Zeit, suchte man die Auigabe, einen Kreis
in ein inhaltgleiches Quadrat zu verwandeln oder, was ia
auf dasselbe hinauskommt, den Umiang eines Kreises als
Strecke darzustellen, durch einfaches Messen oder in noch
roherer Weise durch Abschéitzen zu lésen.

Schon in dem é&ltesten mathematischen Buch, dem im Bri-
tischen Museum in London aufbewahrten Papyrus Rhind?),
findet sich_ein Naherungswert itir 7. In diesem sog. Rechen-
buch des Agypters Ahmes oder nach neuerer Lesart Jah-
mose [die dgyptischen Hieroglyphen sind eine reine Kon-
sonantenschrift; die Vokale lassen sich nur durch Vergleichung
von Agyptischen Eigennamen in anderen alten Sprachen un-
gefahr ermitteln], das wahrscheinlich ein um 1600 bis
1700 v. Chr. entstandenes Schulheft ist, und das nach eigenen
Angaben des Verfassers auf noch iltere Quellen zurtickgreift,
findet sich folgende Regel zur Bildung eines dem Kreise

flachengleichen Quadrats: Die Quadratseite ist % des Kreis-
durchmessers. Dies ergibe

m= (3)=2316049...7

1) Rhind ist der Name des Entdeckers und urspriinglichen Be-
sitzers des Papyrus.

2) Das Zeichen =~ hat die Bedeutung ,,ndherungsweise gleich®.
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also verglichen mit dem tatsdchlichen Wert 3,14159265 . ..
eine ganz betrichtliche Genauigkeit. Diese Regel tritt in spat-
agyptischer Zeit wiederholt auf. Uber die Entstehung dieses
auffallend genauen Niherungswertes ist nichts Bestimmtes be-
kannt. Vermutlich ist er auf dem Weg des Versuchs ge-
wonnen worden durch Vergleich der Hohen, bis zu denen
dieselbe Wassermenge in einem zylindrischen und einem

quaderiormigen Behalter steigt. Vielleicht ist der Wert-g-

auch als Mittel aus der Seite des umbeschriebenen und der
Seite des einbeschriebenen Quadrats gefunden worden. Hat
ersteres die Seite 1, so ist die Seﬁenlange des einbeschrie-

benen Quadrats 5]/2 = 0,707 = 5

Das alteste mathematische Buch der Chinesen, das ,hei-
lige Buch der Rechenkunst® Chou-pei suan-ching, dessen
altester Teil auf etwa 1100 v. Chr. zuriickgreift, hat in seinem
zweiten Teil, dessen Entstehung zwischen 213 v. Chr.') und
300 n. Chr. angesetzt wird, fiir m den wesentlich schlechteren
Niaherungswert m = 3. Im 3. Jahrhundert n. Chr. begegnen
wir bei Liu Hui den erheblich genaueren Naherungswerten

22 157
= und = B 3,14.

Neuere Untersuchungen haben dargetan, dafl bei den
dltesten Indern einheimische mathematische Kenntnisse vor-
handen waren. In den alten indischen Religionsbiichern, den
Sulba-Siitras, finden sich fiir den Bau von 4
Altaren sehr genaue Vorschriften. Wer-
den diese nicht peinlich genau befolgt, so P
nimmt die Gottheit das dargebrachte Opfer
nicht an und der Beter kann nicht auf die
Erhoérung seiner Bitte durch die Gottheit

hoffen. Einer der Verfasser dieses Priester- J
E

handbuchs, Baudhayana, der vielleicht £ £ ¢
im 6. vorchristlichen Jahrhundert lebte, ist Fig. 1.

mit dem ihm tiberlieferten slteren Wert von m = (—})2= 3,0625
nicht zufrieden. Zur Zirkulatur des Quadrats ABCD (von der

1) In diesem Jahr lieB ndmlich der Kaiser Tsin she huang iy
samtliche vorhandenen Bicher verbrennen. Seinem Nachfolger,
der einem anderen Herrschergeschlecht angehdrte, verdanken wir
die Rettung der dem allgemeinen Flammentod entgangenen Uber-
reste altchinesischer Wissenschatft.
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Seite a und der Diagonale aVE) nimmt er (Fig.1) den Durch-
messer des flichengleichen Kreises als ein Mittel zwischen

Seite und Diagonale und zwar = a + 5 a}/2 = CE + AF
= CE + CG = EG; der Halbmesser des Kreises, der den
gleichen Fliacheninhalt wie das gegebene Quadrat hat, wird

r= g (2 +V/2). Damit kommt aus-
L (2+Y2) n=a
Vr~—t==3(2-V2),
also m~18(3 —27/2) ~3,0883...

Dieser Wert ist wahrscheinlich auf empirischem Weg ge-
funden worden; er ist das erste Beispiel eines durch Mittel-
bildung hergestellten Ndherungswerts.

Eine andere Rechenvorschrift lautet: ,,Teile (den Durch-
messer) in 15 Teile und nimm 2 weg, das (was tibrigbleibt)
ist ungefdhr die Seite des Quadrats “ Damlt wird der Inhalt

des Kreises (1—5 )9 (fg }2 225 . Darin liegt die An-

nahme ™= 3225 , ein Wert, der von 7™ = 3 nicht wesentlich
abweicht.

Die Kenntnis der Tatsache, dafl der Kreisradius genau
6mal als Sehne in den Kreis eingetragen werden kann, so
dafl ein regelmaBiges Sechseck entsteht, ist babylonischen
Ursprungs. Dies fiihrte zu der ireilich sehr ungenauen An-
nahme, dal der Kreisumfang das Sechsfache des Kreishalb-
messers, also das Dreifache des Durchmessers sei. Auch in
der Bibel findet sich dieser babylonische N&herungswert.
So heifdt es bei der Beschreibung des Salomonischen Tempel-
baus (966 bis 955 v. Chr.) von dem ehernen Meer, einem
kreisrunden Waschgefaf, in 1. Kon. 7, 23 und 2. Chron. 4, 2:
,und er fertigte das Meer, aus Erz gegossen, von einem
Rande bis zum andern 10 Ellen weit, ringsrum rund, und
eine Schnur von 30 Ellen umspannte dasselbe ringsrum.”
Eine tatsichliche Messung wird dieser Angabe kaum zu
grunde liegen, denn eine solche héatie einen Umiang von an-
nahernd 32 Ellen ergeben. Es ist wahrscheinlich, dafl der
Umfang von 30 Ellen wirklich aus 3 ><10 berechnet wurde
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und dafy der Verfasser der Chronika sich dieser rohen An-
naherung bewufit war. Auch eine Stelle im Talmud weist
auf die Multiplikation mit 3 hin: ,,Was im Umiang drei Hand-
breiten hat, ist eine Hand breit."

Der Wert m = 3 ist hdufig auch heute noch in der Praxis
(und nur darum handelte es sich in jenen alten Zeiten) vollig
gentigend.

4. DIE GRIECHEN

Von den griechischen Mathematikern hat sich nach einem
Bericht von Plutarch zuerst Anaxagoras {500 bis 428 v.
Chr.) mit der Kreisquadratur beschaftigt; er soll im Geféng-
nis, in das er 434 v. Chr. als Freund und einstiger Lehrer
des groflen athenischen Staatsmannes Perikles von dessen
Feinden gebracht wurde, ,die Quadratur des Kreises* ge-
zeichnet haben. Genaueres ist iiber seine Ergebnisse nicht
bekannt; doch hat sich Anaxagoras das unstreitige Verdienst
erworben, zu wissenschaftlicher Bearbeitung dieses Problems
angeregt zu haben.

Auf drei Wegen versuchten die Griechen die Losung der
Auigabe zu erzwingen, den Inhalt des Kreises in ein flachen-
gleiches Quadrat zu verwandeln oder die Linge des Kreis-
umfangs als Strecke darzustellen: entweder mit Zirkel und
Lineal, oder mit mechanisch konstruierbaren Kurven oder
endlich durch angendherte Berechnung.

Auf geometrischem Wege versuchten die Losung Anti-
phon (um 430 v. Chr.), Euklid (300 v. Chr., Alexandrien),
Eratosthenes, Archimedes und Apollonius von Pergi
(in Kleinasien, um 200 v. Chr. in Alexandrien). Der Erstge-
nannte zeichnete in den Kreis ein Quadrat ein, dann das
Achteck, Sechzehneck usf. und fahrt mit dieser Konstruk-
tion so lange fort, bis dadurch der Kreis vollig erschopit
ist, d. h. bis das regelmiflige Vieleck von dem Kreis nicht
mehr zu unterscheiden ist. Antiphon sagt nun: In den Ele-
menten der Geometrie werde gelehrt, wie man jedes Viel-
eck in ein Quadrat verwandeln konne, also erhalte man auf
diese Weise schliellich ein dem Kreis flichengleiches Qua-
drat. Wenn auch dieser Schlufl unrichtig ist — Antiphon
tibersah n#émlich, dafl auf diese Weise nur eine angenéherte
Quadratur zu erreichen ist —, so ist er doch der erste ge-
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wesen, der den spiter von Archimedes u. a. erfolgreich be-
tretenen Weg vorgezeigt hat, den Flacheninhalt eines krumm-
linig begrenzten Raumes dadurch zu ermitteln, daBl er ihn
durch Vielecke von immer wachsender Seitenzahl zu er-
schopfen') suchte. Antiphons Zeitgenosse Bryson von
Heraklda benutzte aufler den einbeschriebenen auch die
dem Kreis umbeschriebenen regelmifligen Vielecke und
fihrte damit den Begriff der oberen und unteren Grenze ein.
Allerdings war seine Annahme, daf} die Kreisflache das arith-
metische Mittel des ein- und umbeschriebenen Quadrats sei,
ein Irrtum.

Mit Archimedes (287—212 v.Chr.) tritt der erste Mathe-
matiker auf, welcher der Aufgabe eine griindliche wissen-
schaftliche Bearbeitung zuteil werden lief. Von den vier
groflen Mannern, deren Leistungen im ,,klassischen Zeitalter
die Mathematik zur héchsten Bliite bei den Griechen brachten,
namlich Euklid, Eratosthenes, Archimedes und Apol-
lonius, ist wahrscheinlich Archimedes der einzige, der sich
mit der Kreisquadratur beschiitigte. Ihm verdankt man die
Auffindung einer oberen und unteren Grenze fiir m:

3y <m< 3

Das Verdienst von Archimedes besteht darin, gezeigt zu
haben, daf} 3—;— kein genauer Wert, sondern nur eine obere
Grenze fir m ist. Obwohl der Wert 3% dem tatsichlichen
Wert von m nicht so nahe kommt wie die untere Grenze
37 (34 = 3,14285714 ..., m = 3,14159265 ..., 37 =
3,14084507 .. .), so wird doch der erstere Wert 3% seiner

Einfachheit halber heute noch vielfach beniitzt. Nicht nur
war damit die Zahl ™ zwischen zwei Grenzen eingeschlossen,
sondern der von Archimedes eingeschlagene Weg zu ihrer
Auifindung wurde bis zur Erfindung der Diiferentialrechnung,
also fast zwei Jahrtausende hindurch, von allen denjenigen
begangen, die sich mit der Kreisquadratur befafiten. Den

archimedischen Naherungswert 3—;.- finden wir bald darauf
in Alexandrien, wo er den ungenaueren #agyptischen Wert

1) Einen aui solche Uberlegungen gegriindeten Beweis nennt
man Exhaustionsbeweis (exhaurire = erschopfen).
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(3‘)2 rasch verdringte, und von diesem Kulturmittelpunkt des

griechischen Altertums aus kam der neue Wert bald nach
Indien und sogar nach China. So grofl war das Vertrauen zu
Archimedes’ Leistung, dal neu gefundene Naherungswerte
von Fachmathematikern nur dann als Verbesserung anerkannt
wurden, wenn sie innerhalb der archimedischen Grenzenlagen;
im spéten Mittelalter gingen manche Laien auf mathematischem
Gebiet sogar so weit, den archimedischen Wert fiir genau.
zu halten.

In einer spiteren, leider verloren gegangenen Schrift des
Archimedes finden sich nach Angabe von Heron (wahr-
scheinlich um 110 v. Chr. in Alexandrien) zwei wesentlich
genauere Naherungswerte:

UM (= 3,1415904 .. ) < < BB (= 31416016. . ).

Der erste dieser Werte stimmt bis auf 5 Dezimalen mit dem
wahren Werte tiberein.

Die von Archimedes gefundenen Ergebnisse sind jeden-
falls so bedeutend, daf sich ein niheres Eingehen auf sie
empfiehlt. Archimedes beweist in seiner Abhandlung: ,Die
Kreismessung® folgende drei Sétze:

1. Jeder Kreis ist einem rechtwinkligen Dreieck inhalts-
gleich, wenn der Radius gleich der einen der den rechten
Winkel einschlieBenden Seiten, der Umiang aber gleich der
Basis ist.

2. Der Kreis hat zum Quadrat seines Durchmessers nahezu
ein Verhaltnis wie 11 : 14.

3. Der Umiang eines jeden Kreises ist dreimal so grof
als der Durchmesser und noch um etwas grofler, nédmlich

: 1 10 ,
um weniger als -, aber um mehr als 77 des Durchmessers.

Der 1. Satz wird indirekt bewiesen; der 2. Satz stitzt
sich auf den 3. Dieser 3. Satz ist eine der wunderbarsten
mathematischen Leistungen des hervorragendsten Mathe-
matikers des Altertums.

Wir, die gliicklichen Besitzer des indischen Zahlen- und
~des Dezimalsystems haben wohl kaum eine Ahnung von den
auflerordentlichen Schwierigkeiten der Zahlenrechnung des
Archimedes, bei der es sich mehrmals um das Ausziehen
von Quadratwurzeln handelte, die hochst wahrscheinlich
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mittels Naherungsmethoden berechnet wurden. Wenn die ge-
fundenen Ergebnisse mit dem tatséchlichen Wert nur in ge-
ringem Mafle {ibereinstimmen, ndmlich nur bis auf 1 bis 2
Tausendstel, so beweist dies geradezu die Schwierigkeit der
von Archimedes behandelten Auigabe.

Zur Berechnung von m beniitzt Archimedes die schon von
Antiphon und Bryson angegebene Methode: Zur Auffindung
einer unteren Grenze geht er vom regelméfligen einbeschrie-
benen Sechseck (ug) aus, geht dann zum Zwolfeck (u,,) ust.
bis zum 96-Eck (uy) tiber. Die Naherungswerte der hierbei
auftretenden Quadratwurzeln wahlt er absichtlich immer
etwas zu klein, um so eine sichere untere Grenze fiir den
Umiang u, des einbeschriebenen n-Ecks und um so mehr
fiir den Kreisumiang zu erhalten.

Eine obere Grenze ergibt sich auf demselben Weg, aus-
gehend vom umbeschriebenen regelmafligen Sechseck (Uy)
und aufsteigend bis zum umbeschriebenen regelmiBligen 96-
Eck (Ug).

Ist AC = r (Fig. 2) der Radius des Inkreises mit Mittel-
punkt A4, C der Berithrungspunkt der Sechseckseite Ss = BB,

1 7 p— =_2__. ..__= . Yy ]
so ist BB"= AB=a V_g,worausr. 5 V3:1. FurVS

nimmt Archimedes den etwas zu kleinen Wert -zfgg—, so daB
die Proportion entsteht

(1) %—Ac BC > 265 : 153.
Hieraus folgt

(t+a):5=(AC+AB): BC> (265 + 2-153) 153
> 571 : 153.
Halbiert man den <X BAC durch AD, so ist DC die halbe
Zwoltecksseite (5 812), und es gilt der bekannte Satz:
AB:AC=BD: DG,
woraus sich nach dem Satz von der korrespondierenden Ad-.
dition ergibt (4p + A¢): Ac=®BD + DC): DC
oder AC:DC=(AB + AC): BC.
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Wenn man den in(1) gefundenen Wert hierin einsetzft, gibt das

(2) AC:DC> 571: 153
oder r: %812 > 571 : 153,
also r: Uy, > 571 : 3672

‘Erhebt man rechts und links ins Quadrat, so kommt
AC%*:DC?> 5717 :153%
woraus (AC*+ DC? : DC?> 349450 : 153
oder, da /A ACD rechtwinklig ist, also AC* 4+ DC?* = AD?,
| AD*: DC? > 349450 : 153° oder
(3) AD:DC> 5915 : 153,
Halbiert man <C DAC durch AE, so hat man
AD:AC=ED:EC, also
(4) (AD+ AC):AC=(ED+EC):EC=DC:EC
oder (AD—[—AC) DC=DC:EC.
Aus (2) und (3) folgt nun, da B

EC:%SM ,

“ D |/

(AD+ AC): DC> (571 + 5915) |
: 153 > 1162 5 : 153, ¢

also gemafl (4)
AC:EC> 1162 : 153

oder r: Sy > 1162 : 153,
somit r: Up, > 1162 : 7344.

Dieses Verfahren wird nun von Archimedes mit immer
etwas zu klein gewahlten Wurzelwerten bis zum 96-Eck fort-
gesetzt. Hier findet er schliellich

r 5 Sg > 4673 : 153,
Math.-phys. Bibl. 12: Beutel, Quadratur des Kreises. 2. Auil, 2

BI
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also r: Uy > 46735 : 29376,

woraus sich, da 2mr < Uy ist, fiir das gesuchte Verhaltnis
des Kreisumfangs zum Durchmesser um so sicherer ergibt:

2mr:2r < 29376 :2 - 46735 < 14688 : 46735

Diese Proportion liefert eine obere Grenze ftir den gesuchten
Naherungswert von .

Zur Bestimmung der unteren Grenze geht Archimedes
vom einbeschriebenen gleichseitigen Dreieck aus. Durch
Halbierung der Zentriwinkel steigt er zum 6-Eck, 12-Eck,
24-Eck, 48-Eck bis zum 96-Eck auf; er erhilt schliefllich ftir
den Umfang uy, des einbeschriebenen 96-Ecks

Ugs : 21 > 6336 : 2017
~alsoum somehr 27r:2r > 6336: 2017—;—-

Damit ist die doppelte Begrenzung gefunden
14688 : 4673% > 2mr:2r > 6336 : 2017—}
oder 3,1428 - - - > m > 3,1409 -

Durch Abrundung der unteren Grenze nach unten (371)
der oberen Grenze nach oben (3——) leltet Archlmedes die
bereits angegebene Begrenzung her 37f << 3—

Damit war der Wert 3+ - gefunden, der rasch seinen Sie-

geszug durch alle Lander antrat, in denen die Geometrie eine
Heimstéatte fand. |

Apollonius von Pergi (um 200 n. Chr.) scheint nach den
Nachrichten eines Kommentators Eutocius (etwa 550 n. Chr.)
die Untersuchungen von Archimedes wieder auigenommen
und wesentlich genauere Ergebnisse erzielt zu haben. Es ist

nicht unwahrscheinlich, dal Apollonius den sehr genauen

Naherungswert ™ = 311;;9 3,1416 gefunden hat. Wie so

manche andere Ergebnisse griechischer Mathematik fand auch
dieser Wert seinen Weg nach Indien, wo er im 5. Jahrhun-
dert n. Chr. auftritt.

BeiPtolemaus (zwischen 151 und 125 v. Chr.) findet sich
ein Ndherungswert, der dem von Apollonius sehr nahe kommt,
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= 3—11—2;75. ‘Teilt man den Kreisdurchmesser in 120 Teile, den

Halbmesser also in 60 Teile (Sexagesimalteilung), so ent-
sprechen den beiden archimedischen Werten in diesem ptole-
miischen Sexagesimalsystem die Werte

1 8 , 3428 10 8 , 27,04
37=3+tg5t 5o urd 37p=3+5+ %w
Hieraus ergibt sich der runde Mittelwert
3+ % 4 o =3 4 = 3,14166. ...

Da Ptolemius {iber den Grad der Anndherung keinerlei
Angaben macht, so ist es kaum zweifelhaft, dafl er sich der
grofien Genauigkeit seines Werts nicht bewuft war.

5. DIE ROMER UND INDER DES MITTELALTERS

Dem entschlossenen, tatkraftigen Volke der Romer, das
fur praktische Interessen viel mehr Sinn hatte als fiir mathe-
matische Spekulationen, gentigten die vorhandenen Né&he-
rungswerte fiir die Bediirinisse der messenden Geometrie
vollstandig. In den 10 Biichern des genialen Baumeisters
Vitruvius (um 14 n. Chr.) ,De Architectura® wird der Um-
fang eines Rades mit 4 Ful Durchmesser aui 12% Fufl an-
gegeben, was dem ziemlich schlechten Né&herungswert
T = 3—;— entspricht,

Wesentlich bessere Ergebnisse finden wir bei den Indern.
Wahrscheinlich werden die Inder, deren Stiarke in der rech-
nenden Geometrie lag — schon ihr wunderbar gefiigtes
Zahlensystem weist darauf hin —, manche ihrer gerade auf
unserem Gebiet gefundenen Ergebnisse griechischen Uber-
lieferungen verdanken, was aber nicht ausschlieft, daf} sie
auch selbstindig rechnerische Probleme wie die Kreisqua-
dratur bearbeiteten. In der Hauptsache sind die indischen
mathematischen Schriftsteller Astronomen und Astrologen;
die mathematischen Vorkenntnisse, deren sie beduriten, ent-
wickelten sie meist in den einleitenden Abschnitten ihrer
Schriften oder in gelegentlichen Abschweifungen. Dies ist
wenigstens bei den drei mathematischen Astronomen der
Fall, die unsere Aufmerksamkeit verdienen, Aryabhatta

2*



