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VIII.

Dilatazione di un elemento qualunque di un corpo elastico isotropo
sotto l'azione di forze che agiscono soltanto alla superficie.

Se prendiamo :

1 1 1

°7 7 °r
u”:— , U”:-——— ”=“_‘ 5
Dx+§ )y+q, w w%{

dove » & la distanza di un punto qualunque di coordinate (z,y, %) da un
punto di coordinate (x',% ,4') dello spazio S occupato dal corpo, poicheé:

avremo:
e om0
@ =2 L s
2w " ?y-% 2w’
A=A | AW =Ly |, Ly = 4°C.
Quindi se le tre funzioni &,%,{ sono finite, continue e a un sol valore,
insieme colle loro derivate, e soddisfano alle tre equazioni:

0
(22 + p) 2=+ patu =0,
(43) (24 + M)%g -l =0,
(21—}—@)%(;—)—1—@4220:0,

in tutto lo spazio S, anche le tre funzioni #”,o",w”, soddisfaranno a
queste equazioni, e saranno finite, continue e a un sol valore, insieme colle
loro derivate, in tutto lo spazio S', che si ottiene togliendo da S uno spazio s
piccolo quanto si vuole che contenga il punto (2,3 ,4") nel quale la fun-

zione % e le sue derivate divengono infinite. Quindi potremo applicare il

teorema del n.° VI, purché si prenda il contorno di S’ che & composto della
superficie o che forma il contorno dello spazio S, e della superficie ¢’ con-
torno dello spazio s.
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Nello spazio S’ gli spostamenti («', o', w’) fanno equilibrio alle forze
(L', M",N') che agiscono sopra la superficie o, e alle tensioni (X', Y, Z)
che agiscono sopra la superficie ¢’ e sono date dall’equazioni:

Du Py RY4
>ﬂ+ (bz + bx)y

_x—2(10+ 3”—/)a+
= ey ” bm

W U W W' QW
44) —Y' = ] o
(44) Y = M()x+)y)“+2< O —+u )ﬁ+u( -+ 3/)

' U Dv , W
__Z—ﬁ( —%—)g) +M<)J )ﬂ+2(l@+,u )y

e gli spostamenti (u",»”,w") fanno equilibrio alle forze (X”,Y",Z")
componenti delle tensioni che producono sopra ¢ e ¢’ gli spostamenti

1 1 1
0 0 %
35 D_y‘ ' 37 e alle forze (X,,Y,,Z,) componenti delle tensioni pro-
dotte sopra o e o' dagli spostamenti (&, 7, ). Pertanto la equazione (35)
diviene:

(Lol owle ) v
(45) . L"$+§ M y+;7 -+ N’ 54-5 do
| 1
2= - Q=
+f\:X’( +§)+Y'( +n)+Z’< +C):l

_ f [(X" + Xo) of 4 (Y 4= o) o+ (2" = Bo) w'] do

+f [X" 4= Xa) & 4 (Y Yo) 0+ (8" + Zo) w'] do’.

Se prendiamo per s una sfera infinitesima col centro mel punto (2',y/, 2'),

poiché X,,Y,,%Z , §,7,8, X' ,Y,Z , 4,0 ,w sono quantitd sempre
finite e continue, avremo:

f'(X'§—E—Y’7y —+Z'y)de =0

f (Xo%'+ Yov,'_)L Zoﬂ)) do" =0.
o’
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Abbiamo inoltre:

32.]; A 32_1_ -32_1
X"=——2,u ’}’a+ r ﬂ+ 7 y

c? Y dxdk

e poichd, se denotiamo con p la normale alla superficie diretta verso 1 in-
terno dello spazio S':

Sara:

J1 Ll J1
, T ,d 7 , ,d T r
o X —+2u ——+Y —+2u0 — —

w dp Y dp dy
21 2 l)
+ 2 — 4 2pw o —
(46) R | dp %

(X" 4+ Xo) 4+ (Y =+ Yo) 0 + (2"~ Zo) w'

L)l ) owli)]
— »L %4—5 ,+M D—y—f—T/ -+ N $+§

Ora sopra la sfera o':

do .

a__4d
T dr

S



Quindi :
do dy dz
*=ldr p= dr dr
SN
7 dy 7 do

e dall'equazioni (44) si ottiene:

1 1 1
2, de raw
Y =0 " *

S
(bu’ r W r ' 7') dz
d

e X Y 2 s/ dr
1 ! 1
Y'l=—2l@'-—7—a@—u rdo
Ay dy dr dy dr
S
S RUA zz’_uv_w;'_z)@
"Ry e Ty Ty s/ dr
1 1 Sl
7" o rds u r dw
3 % dr 2w o
1 1 1
B COREN AL e 1Y
! 0 g VY @ ¥/ dr

43



onde:
1
)% 3% )_7’:
r _ " r_ " U
v Dy+z 2
a3 Y an Y
— 9210 —L _ 9 i 7 A v dw 7
— dr “\dr 22 ™ dr w o dr %/
Ora:

21
0 - jo' = — 470
of ar

essendo @ il valore di ® nel punto (x', 4, ). Inoltre:

f(du' Cp ,d 7') ,
— —u — —[do
' d?' Bm dy. ‘b

du' « ,_g’,_ a) .
—jo-r((h“ rt - dr r? do’ ()

[ dwar)
e rtdr do’.

[ ,
ds = —fu'ado‘ =—fu'a7‘2dw
a’ J@

essendo o la superficie della sfera di raggio uguale alla unita. Quindi:

f r* dr f ——dm_.—f wWeartde
JSW

e derivando rapporto ad r:

Wl 2 d(u'er?) d( uoe?"2
—dw =4 =
Jw dx R4 w ridr Crtdr
31 31
f (du, — u"i—;) do' = — 4 2w
o \dr dr Y =T

(*) In questo calcolo &, 8,y rappreseniano i coseni della normale a ¢’ diretta verso
I"interno di s.

0. T.



e analogamente:

e quindi:

e la equazione (46) da:

1 1

J D"
N S A7 r(_f” )
@~_8n(l+u)£%[L<bx+§>+M Dy+n

1
2=
N (-5 + :)] — (X" + Xo) o =+ (Y Yo) o/ + (&' + zo)w'g do .

Ora:
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Onde:
2 22
1 (( , T ,d 7
@——SH(Z"’—‘II)LG L )x—#guu dp dx
1 1 1 1
(47) -+M'};+2 'i‘l—f—;A—N'D—;+2u'izZ
TR T M ey 2w M s e

+LE—Xot +Mn—Yy '+ N —17Z, w’)d«r.

Quindi quando fosse determinato un sistema di funzioni &, ,{ finite, con-
tinue e a un sol valore insieme colle loro derivate, che soddisfacessero alle
equazioni (43) in tutto lo spazio S, e sulla superficie o alle altre:

S
u[ </
N -
Il
<

o/
Ni= W

si avrebbe la funzione ® che da il coefficiente di dilatazione di un elemento
qualunque del corpo, espresso soltanto per le forze date (L', M',N’). La
determinazione delle funzioni &,%,{ che corrispondono alle funzioni di
Green nella determinazione delle funzioni potenziali, offre in generale molta
difficolta. Ma si pud procedere anche con un altro metodo per fare sparire dalla
espressione (47) i valori di ', v", 2. Questo metodo & una generalizzazione
di quello che io ho dato nella mia Memoria: Sopra le funzioni sferiche,
pubblicata nel primo volume degli Annali di matematica per risolvere il
problema analogo per le funzioni potenziali.

Lo spazio S oceupato dal corpo sia compreso tra due sfere concentriche,
la maggiore ¢, di raggio R,, la minore o, di raggio R,. Prendiamo nella
equazione (47):

§=77=§:0:



— 341 —

avremo:
1
I
=g ml, LM Ty TR
—+ 2 (u’i—f—f-u’iljuw’—d——f)]da
B\ e ™ Mg, Ydp, e !
(48)

1 1 1

f[ th 3= 3=
r r r

+J, Lg—w+M2——})y+N2 =

1 1 1
-+ 2 (u'il+v'il+w'il>:ld0‘$
Au’ 2dp2 bm 2dp2 By 2d}72 Dz 2

dove sono distinti coll’indice rispettivo i valori che si riferiscono alle due
superficie.

Se distinguiamo con un apice le coordinate del punto interno allo
spazio S, a cui si riferisce il valore di @, avremo in serie convergente in
ugual grado per tutti i punti della superficie o,:

0" P,

=3 &0

1

N

e per tutti i punti della superficie o,:

(*) 11 Betti espone il suo metodo con insufficiente chiarezza. In breve, si pud dire,
esso consiste nello sviluppare le derivate di 717 e quihdi la @, data dalla (48), in serie

di funzioni sferiche e nell’eliminare poi le incognite da ciascun termine di questa serie
P g

per mezzo del teorema di reciprocith. Quest’ultima quistione diventa risolubile facil-

mente a causa della semplicith delle funzioni sferiche.

0. T.



Poniamo:
V.=0"P,
P, V. .
n == en+1 :9241—4-1 ’
sard sopra o,:
N 1
r_ & 20U,
x % ¢
‘5 1
_Z — 3 Q’n bU"
oY 0 Y
1
’D —
r

0. W, W, o ;
e gc ) )Dy ) )Bz saranno funzioni di z,y,, omogenee di grado —(z + 2)

che soddisfano alla equazione:
A* =0
e quindi:

20, Yo 3Un_ ;7,-0-1 U0, "

n-+1

B =Ri‘+2 ' R w = Rp+t

essendo Y,4,, Y,u1, Y, ., funzioni sferiche di ordine n —+1.
Sopra ¢, avremo:

1
0 g 1
W 4w 0!
1
D__?_ . i W, 1
oY 5y 0"
51
o “i W, 1
W 4 2w o™
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e sard:
_an an ne— ’ -DV’VL Ti— ”
z =Rg—lzn—l y by =R2 IZn«l ) Y =R2 1Zn~l
e Zp—yyZyey , 7y~ funzioni sferiche di ordine 7 — 1.
Ora:
a4 __ 4
apy, de
Quindi:
4 3, w42 Y _ n+2 U,
dpl 2 - R{L+3 ner T Rx X
4, w2 o a2 3,
dp. 2y~ R{r* YT R, oy
4 W, n+2 v _n—+2 0,
dp, &~ Rprs TR g
Abbiamo inoltre:
4 _4a
dps ~ de
quindi:
d 3V, s _n—13V,
dps == DR 2 = R, 2z
d v, neerr N —12V,
dp, dy =G—DR=Z = R,
—_ =} e n—2 7/ ___ —,
dps e = = 1) Rz R, 2

Sostituendo nella formola (48) i valori trovati si ottiene:

— 1 X (o™ f , . R
O = T 4 (L (4 T 2 Vo N VL) o
2 2 4 ’ ’ ’ ”
-+ —IU/(—”R_’;_)] (ul Yn+1 —+ [ Yn+l — Wy n+1) dw)
1 w
(49)

Rn+1 , Ve R
+ ( [+ Mz 4 N L) d

2u(n—1)

+ () B+ 03 T~ 0, T di § .
Rz w
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Prendiamo gli spostamenti:

Un == [n(@) oy —+ [on-1(@) P
U0, , 2V,
v = [n(0) B ~+ [=n-1(0) o
20, 2V,
Wy = [a(0) By + fen—i(0) oy

dove:
fn (9)=AM+BM 92+Cn 92n+3

f-n-1(0) = A, 4B ¢* + Cr o™
Saranno soddisfatte le equazioni (43) quando si abbiano le due:
(24 +p)[22B;, — (» + 1) (20 —+3) C,] +2u(2n +1) B, =0
A+ 2(n+1)By+n(2r—1)C, ]+ 2u(2z+1)B, =0

ossia:

¢, =2e,B, , C,=2a_,.,B,
essendo:

v PR A p) (20t 1) p

" (n+1) (20 + 8) (24 + )
e per n=0:

B,=0 ().

Denotiamo con (¥}, G, ,H,) e con (F,, G, ,H,) le componenti delle
forze che rispettivamente debbono applicarsi alle superficie o, e o, per te-
nere in equilibrio il corpo dopo che ha ricevuto gli spostamenti (u,, ¥n,wn).
Ponendo :

T\(e) =24 0, + (M+ W & Way | W z_)

00 X @ we dxoe

Wn Wy & Wy Y dQw, 2
Gy __—216),11—;— (‘—“*‘__“—i——'— ___)
(o) 0 # 00 Y e Yo Y e

Vil ity _f.g_l_ Wu Y | dwn i)
20 W0 % 0 w0

(*) A, e C, restano indeterminate e nel seguito, non si saprebbe dire se per una
svista o per desiderio di simmetria, C, & indicato con B, 0. T.
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avremo:
F,= F.RB) , G.= G, R) , H,= H(R)
F;:=——Fn(R2) y G =— Gu(Ry) , H) =-—HuR,).
Quindi :
Fo=—2[2uA, — (32 By o] 22
o=—2[20A) — (34 + p) 09:‘93
e ponendo:
1 h— an
P = n 2
| 2 ' o Y2
F,=—6u(A, +B,o mﬂlee)QT
Z,
~+ 2‘“(1 — a-—2) B, —
e per n >1:
Fp=—2u(n+2) (An + Bpo®* — B B, 0***) —foié

+2p(n—1) (A, + Bro* — fony Bu o) 0" Ly (1)
dalle quali si ricava:

By = —2[20 A, — (32 + 1) By RI] 12

1

Y,
R3
Y,
Rt
2y
R

Fy= 2[2uA, — (32 + u) B RZ]
Fl=— GM(Ax -+ B, R} — 4, B, R?)
—+2u(1 —a_s) B,

= 6u(A, - B, R — 8 RIB) %ﬁ
2

Z
—2u(l —ea_;) B, —ﬁo-%

(*) In tutta la quistione trattata qui dal Betti & utile tencr presente le due identitd:

D_V”" 2y _DV” 2n+1&
Yk (212—;—])92 V.= S —0 Sz

_DUn
o

—2n—1

(2n+1)§4;Un=

Si avverta, inoltre, che in tutto questo caleolo si & cercato di eliminare non pochi errori
di stampa che compaiono nella Memoria originale. 0. T.

44
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e per n >1:
F, = —2u(n+ 2) (A, + B, R — 8, B, R¥"+) RZIQ
+ 2u(n— 1) (A, —+ BL Rf — Byt Ba RT*"*Y) Ri™* Zny
F, =2up(n—+2) (A, + B, R} — 8, B, R§"™?) %;%

—9%u(n—1) (A, + B, R — s By Ry ) Re-2 7,

ed analoghe espressioni per G,,H, ; G, ,H, .

Ora abbiamo nel corpo due stati di equilibrio: quello in cui sopra o,
si hanno le forze (L;, M;, Ni) e gli spostamenti (u;, 01, w)) e sopra o, le
forze (Ls, M;, N;) e gli spostamenti (u;, 5, w;); e quello in cui sopra o,
abbiamo le forze (¥}, G),,H;) e gli spostamenti (u,, v, ,w,), sopra ¢, le
forze (¥, , G, ,H)) e gli spostamenti («, ,v, ,w,’), e quindi:

f (Fru+ G, v+ Hj, wy) doy +f B uy+ G vy —+ H, ws) do,
(52)
-f (Lot~ Mo, + N, ) dal+j (Loal’ - My~ Now'') dos .

Ora determiniamo le costanti A, , B, , A, ,B, in modo che sia:

r_ 4MY "
. Fo= j{;“i , Fy=0
(59)
, rnYn+ " Rn~2
Fn=24u(n+2) QR{L—HS ] ’ P -—2[114(72—1) ’n+1 ”’1 .

Per ¢io dovremo soddisfare alle seguenti equazioni:

2ulAy — (844 u) By Ri=—2u
B1=0

Ay —f BiRi=—¢
A — 8 BR:=0 (9

(*) A’y resta indeterminata e nel seguito & posta dal Betti tacitamente eguale a zero.

0. T.
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e per n > 1:
An+B. Rt — 8, Ri*** B, = — ¢
Au+ B RE— B R B =0
A, +B, R} — B, Rr"+1 B, =0

Al 4 B} RE— fpy Ry By = —

/41

dalle quali, ponendo:

R2=77R1
sl ricava:
- T s 2
g R pun Y CYRR
__ ey T
=3 — P Bili=g0 5
b 244w

1—1° 3h+pu

i

e per n>1 essendo:

= ﬁn 16,-n—l (1 — n?n—l) (1 - ,)72n+3) —+ 772n—l (1 - ,'72)2

& _ ‘3 17% (1 __ n2n+3) RIQL—I ana (1 — ,)2) Q'n
Ry ! $n ot §.  RI?
, (I—=n"") o (1—7) Ry
n+1 Y(]
Rn Rl — f?—"—l &n R{"*? -+ n §n e’n—q—l

e quindi osservando che le derivate di V, sono uguali a zero abbiamo:

(=1 ),

54 84—+ ) (1—9°)) B}
w — 3(4+u) 7’ X_{
T (844w (1 —7°) R
, 5+ p) 5(24 ) o'
1 == —1 - 2 = o |3
(54)” [( - (84 + p) (1 —n5)) ¥ +(31+ n) (1 —7°) R}

n=< S y  5PRA+4p) 4
@Gi+p)(L—2) 7* " BA+p)(1—1°) °) R
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e per » >1:

, o' 2@2n—+1) (A+pu) one1 " 2
[—R?+2+(n+l)(7z—~")(21—1—#) (A= >Rn+2+’7(1 7)

n—l
!n+1>]Y1’H—1
2(2}’& —+ 1) (Z -+ lu‘) 77 211+3 B’_’%L:_l n—1 2 9,n

n(n - 1) (21 + ‘U;) (ﬂ”( )Q’n-o-l - TI (1——.77 ) Ril,+2> Zn—l

v 22n+1) (ot ) ey €0 R
T (i) (r+2) @A+ )&, (‘9“"“(1_"7 Vg =) e'"“)Y”“

R"— 2}2—4—1)(1—#—#) °n+3 . N1 __ .2 9!" *
I: T a—1) (@A ) &, <’9”( ) g~ A= )R;‘”)__JZ”‘I C)-

Sostituendo nella (52) i valori (53) e (54) e riducendo con essa la (49)
si ottiene.

5(21 —+ ‘LL) i , ” ,
8rr(1 — 1) (84 + ) (A—+p) Ry L((Lx =+ 1t Ly) Z,

~+ (M1 + 9* My) Zg+ (N] -+ 7* N}) Z¢) dw

T In zx T ) % 2 l___(n - i;z _7;]— 2) E, (ﬂ‘"“(l =7 %

n+1

(=) i) (7 T Yo o+ (M 700 M) Yo

0=—

2n-+1
(N1+N2 1/n+3) Yn+1) :I Z[: n_ 1) EM ﬂn(l __72n+3)
Rz+! . an . N
Q% — (1 —7?) Ei)fw ((L1 7"+ L) Zyey
— (M = - M) Zhpmy - (N 17"‘2—+~N)Zn_,) :|§

Se le forze applicate alle due superficie si fanno separatamente equili-
brio, quando il corpo & reso rigido, si avrd:

fL;¢w=f L;dw=f M} dos = - = 0
w w w

(*) Pern=0¢ed n=1, 4, u"s,.. acquistano forma indeterminata i cui limiti
coincidono con i valori di o/, oo, ws, %", . 0. T.
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e quindi sparird il termine che contiene Z,,Zy, Z; . Basta perd che Li, L,
M], ... siano esprimibili per funzioni sferiche perché questo termine si an-
nulli. Infatti in tal caso, soltanto la parte costante che non pud influire
sulla deformazione del corpo potrebbe dare un risultato differente da zero.
Quando le forze sono normali alle due superficie e costanti, abbiamo:

Li——F 5 =EY,  M=RY, N=RY

L;: —FY, , M;=—_F2Y; ’ N;=—Fz ;’

onde:
—_— 3(F1 - 773 F2) f 2 o e
o= 8”(3'1"“#)(1—-173)Lw( P+ Y2+ Y,?) do
5 ’ Ul Rg 3 2 9'2\ F YZ Izr Y!(Zn
Fgai kT Ry, (R ) ) (0B A do
Ma:
Y Y=
Y.\ Z, + YiZi -+ YU 7 = — 2P,
quindi:
L(Y? + Y2+ Y do = 4n
L(Y121+Y{Zi+Y;’zg')dw=o
e rimane:
@= S(Fg 7]3—F1)
2B+ 0 (1—7)
Quando:

il corpo & una sfera e abbiamo per questa:

_if (2n+1) (22 + 38) "I"f(L’Y
8 4= (20 4+ 8) A+ (W~ —+ 1) p R Jo T

O =

M} Yy - N YY) dom
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IX.

Rotazione di un elemento qualunque di un corpo elastico isotropo
sotto l'azione di forze che agiscono soltanto alla superficie.

Poniamo:
22 2
1 r 14 r r
_ -—}— P — — —— + s yA— s
" Y] £ w1 ¢

dove al solito:

rt=x—zP+(y—y)»P+(c—27)°,

e &,m,{ sono funzioni finite, continue e a un sol valore insieme colle loro
derivate, che soddisfano all’equazioni (43) in tutto lo spazio S occupato dal
corpo. Le funzioni #”,o",w"” soddisfaranno all'equazioni (43) e saranno
finite, continue e a un sol valore insieme colle loro derivate in tutto lo
spazio S' che si ottiene togliendo dallo spazio S una sfera s piccola quanto
si vuole che abbia per centro il punto (2, y',4'). Sia ¢ il contorno di S,¢’
quello di s, o e ¢’ formeranno il contorno di §'.

Siano: X", Y",Z" le componenti delle forze che debbono applicarsi

1 1
- D; 3;
al contoruo per aver 'equilibrio dopo gli spostamenti 3? » TS 0/, e

Xo,Y,, 7%, quelle da applicarsi per aver 1'equilibrio dopo gli spostamenti
(&,7,8). Avremo sopra la parte di contorno o:

1 o 1 o 1
d °7 V7 o
XH=__‘u — —

dp dy Wy T

( D E )
" — e — _ —
YVi=—w dp YR W thyﬂ
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e sopra la parte di contorno ¢':

X,,__u(i‘g r 0@2___11_@)
" Nary U wowdr T 2R ar
1 1
)_ . 2
o (_f_z._r r@___r_dﬂ)
-k dr 2z yrdr  xydr
321 )21
T 7 @_ r dy
-k Wk dr e dr

Siano (L', M. N') le componenti delle forze date che agiscono alla super-
ficie o, ed (', 9", w’) le componenti degli spostamenti che fanno equilibrio
a queste forze. Alla superficie o’ agiranno le tensioni (X", Y, 7 date dal-
I'equazioni :

f—— ! 4 D ! 14
X = — 22@"1—‘”+u(§“~ dr | W dy | Qﬁ)]

dr dr 2 dr wdr - Qx dr

e [ai0 W (2 W s Wy ds
T= __2 40 dr ( dr dy dr - dydr Ty df)]

, [ o 42 dw' | d'dx | w'dy  w'ds
A== _2 4o ar ( W wdr T wdr T dr):l

Quindi al sistema di forze (X" + X,, Y —-7Y°, 7" 4 7,), che agiscono
sul contorno di §', fanno equilibrio gli spostamenti (", 0" ,%"); e al si-
stema di forze (L', M, N') che agiscono sopra la parte ¢ e (X', Y, %)
che agiscono sopra la parte ¢ dello stesso contorno, fanno equilibrio gli
spostamenti (u',¢", w’), e si pud applicare la equazione (35). Avremo
dunque:

(w0 4 Ny do + [ @t ¥ 4 )
= [ - X)Wt (Y4 Yo o'+ @+ 70) ] dos

+f’ [X" + Xo) o'+ (X7 4 Yo) 0~ (2" ~+ Z) w']do’.
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Ora si pud prendere infinitesimo il raggio della sfera o’ e le funzioni

X, Y ,Z X, Yo, %03 &,m, 554, 0,0 sono sempre finite; quindi:

e+ vy ayde=0,

f,(Xoul —+ YQ?)' + Z()w,) dG’ = 0 N

e Vequazione precedente diviene:

1 1
D; );
(55) . X’Ty ____Y!"b_‘/'v‘ —— XII u!___YHD!__ZHwI do,r

= f; (X7 +Xo) & + (Y Yo) o'+ (L' -+ Zg) w' — L'y’ —Mv" —Nw"] do.

- Sostituendo i valori trovati per X' e Y', abbiamo:

1 1 1 1
D;' ); dv'%j du’b;
X/ Y =2\ — o —
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o sostituendo i valori eche X", Y”,Z" hanno sopra o', si ottiene:
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ed osserviamo che si ha:
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