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Ora, dovendosi unire nel piano degli indici di ¢ tutti i w rami della fun-
zione z, essa dovra avere almeno w — 1 punti di semplice effettiva dirama-
zione. Descrivendo una curva chiusa C che 1li racchinda tutti, ed insieme
I'origine, ad essa apparterra una sostitusione circolare sopra i n rami. Poniamo

ora nella equazione che definisce la funzione algebrica, % in luogo di ¢, e

moltiplichiamo per #. Alla curva C corrisponderd una nuova curva C’, ai
punti esterni a C i punti interni di C' e agli interni di C gli esterni di C/,
e alla curva C’ apparterrd la medesima sostituzione circolare sopra i wp rami:
quindi C' nell’ interno racchiuderd almeno w — 1 punti di semplice effettiva
diramazione, e quindi altrettanti ne saranno esterni a C. Dunque la funzione
algebrica ¢ ha almeno 2u — 2 punti di semplice effettiva diramazione. Ma
in generale una funzione algebrica ha 2»(u — 1) di questi punti, dei quali
se ne distrugge un numero pari. Dunque in generale una funzione algebrica
che ha u rami, se & definita da una equazione irriduttibile, avrd 2u - 2p —2
punti di semplice effettiva diramazione, essendo p un numero intero e po-
sitivo o nullo.

Se denotiamo con ¢ il numero dei punti di diramazione che si distrug-
gono, avremo

2u—+2p —2 = 2»(u — 1) — 27

onde
p=(—1)(—1)—=.

Il numero 2p —+ 1, da cui dipende il modo di unione dei rami della
funzione, lo chiameremo Vordine di connessione della funzione algebrica.

Consideriamo ora una funzione algebrica z di ¢, che ha w rami e v infi-
niti, e la sua reciproca #, funzione di z, che avrd » rami e w infiniti. Ab-
biamo dimostrato nel paragrafo precedente che se = & il numero dei punti
di diramazione di ¢ che si distruggono, sard anche eguale a 7 il numero
dei punti di diramazione di ¢ che si distruggeranno. Ora, indicando con
2p —1 e con 2p, —+ 1 i rispettivi ordini di connessione delle due funzioni
reciproche 2 e £, avremo

p == —1)—=
n=@@—=1E—1) —7
e quindi
P=p.

Dunque le funzioni algebriche reciproche hanno lo stesso ordine di
connessione.
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§ 5.
Caratteristiche delle funzioni algebriche.

Il sig. Riemann nel vol. LIV del Giornale di Crelle ha dato per il
primo le caratteristiche delle funzioni algebriche di una variabile complessa,
ciod quelle condizioni necessarie e sufficienti alla loro determinazione per
mezzo delle quali si possono dimostrare le principali proprietd delle funzioni
stesse senza far uso delle loro espressioni analitiche. Per trovare queste
caratteristiche e per dimostrare che sono tali, egli si fonda sopra la possi-
bilitd di esprimere le funzioni algebriche linearmente per un numero finito
di certe funzioni, le quali non sono altro che gli integrali delle funzioni
algebriche stesse, la cul esistenza egli dimostra per mezzo delle loro pro-
prietad indipendentemente dalla relazione che esse hanno colle funzioni alge-
briche. Ma, per determinare le caratteristiche delle funzioni algebriche, non
& necessario di ricorrere ad altre funzioni pilt complicate e difficili a trat-
tarsi, e si possono ottenere tutte direttamente e semplicemente nel modo
seguente.

11 numero p dei rami e il numero » degli infiniti di una funzione al-
gebrica 2z di una variabile complessa ¢, si possono prendere arbitrariamente,
e con essi rimane determinato il grado della equazione, che definisce la fun-
zione algebrica, tanto rispetto a 2, quanto rispetto a ¢. La equazione sara
della forma

v

¥
(]) VF(g7t)=Zr ZSA,.,sﬁgr.—:()’

0 0

e prendendo il coefficiente del primo termine eguale alla unitd, con che non
muta la funzione definita dalla equazione, rimangono N coefficienti indeter-
minati, essendo

(2) N=w+p—-F».
Dunque, una funzione algebrica che ha w rami e » infiniti, richiede N con-
dizioni per essere compiutamente determinata.

Prendiamo il suo ordine di connessione eguale a 2p - 1; il numero s
dei suoi punti di semplice effettiva diramazione sard dato dalla formula

(3) § = 2u—+2p —2,
e il numero v dei suoi punti di diramazione che si distruggono sara

4) t=@—=1)Fr—1)—p.
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Nei = punti di diramazione che si distruggono, devono coesistere le tre equa-
zioni
F F

5 F= —_— —_—
(5) 0,5 =0% 3
Quindi, se denotiamo con R il risultante del sistema (5), affinché questo
ammetta ¢ soluzioni, sard necessario e sufficiente che esistano 1'equazioni

dR_ . &R _ IR
TdAo 7 dAL T T AAGT T

(6) R=0

Se poi denotiamo con D(f) il diseriminante della equazione (1), e se vo-
gliamo che i punti di semplice effettiva diramazione siano indici delle quantita

ﬁl $ﬂ2vﬂ39"'3539
sard necessario e sufficiente che siano verificate 1'equazioni
(7) D() =0, D(8:) =0,...,D(8)=0.

Quando 7 delle quantita 8 sono eguali, a # — 1 delle equazioni (7) bisogna
sostituire 1’equazioni che si ottengono eguagliando a zero le derivate prima,
seconda, . . . (n — 1)*sm2 di D(B).
Ora, poiché due funzioni algebriche s e %' che hanno tra loro la re-
lazione
F = az -+ b
¢’

hanno i medesimi punti di diramazione, & chiaro che dopo aver determinato
i coefficienti indeterminati in modo che siano sodisfatte 1'equazioni (6) e (7),
dovranno restare sempre almeno tre costanti arbitrarie nella equazione (1).
Quindi abbiamo soltanto disponibili N — 3 coefficienti indeterminati della
equazione (1) per soddisfare all'equazioni (6) e (7), il numero delle quali &
eguale ad s+ . Dunque, affinché possano prendersi arbitrariamente gli s
valori di ¢/ che corrispondono ai punti di semplice effettiva diramazione, &

necessario e sufficiente che sia

N—38=s5-+r;
onde, sostituendo i valori (2) (3) e (4), si deduce
(8) v=43p1.

Dunque soltanto quando é soddisfatta la diseguaglianza (8), si potrd prendere



arbitraria la posizione dei punti di semplice effettiva diramazione. Quando
poi sara

vs5p+1,
tra i valori di ¢/ che hanno per indici questi punti, dovranno esistere
§s+7—N+38=p+42—2»

relazioni. Quindi si potrd prendere in modo arbitrario soltanto la posizione
di 2(uw —+ v) +~p—4 punti di semplice effettiva diramazione.

Quando avremo disposto di s+ = coefficienti indeterminati della equa-
zione (1) per soddisfare all'equazioni (6) e (7), rimarrd soltanto un numero
di costanti arbitrarie dato dalla formula

N—s—e=2v—p-+1.

Osserviamo ora che due funzioni algebriche z e az—- 5, dove @ e &
sono costanti arbitrarie, hanno i medesimi infiniti. Quindi, dopo aver deter-
minato gli infiniti della funzione z, essa dovra contenere ancora almeno due
costanti arbitrarie, e per determinare gli infiniti di &z potremo disporre sol-
tanto di 2» — p — 1 costanti arbitrarie. Dunque solamente quando & » <p
si potranno prendere arbitrariamente tutti gli infiniti della funzione. Deter-
minati gli infiniti, rimangono ancora » — p -1 costanti arbitrarie. Ma due
funzioni ¢ ¢ @z, dove ¢ & una costante arbitraria, hanno i medesimi infini-
tesimi; quindi dopo avere determinato gli infinitesimi della funzione z rimarra
in essa una costante arbitraria. Dunque per determinare gli infinitesimi di 2
potremo disporre soltanto di » — p costanti arbitrarie, e quindi potremo
prenderne arbitrariamente soltanto » — p, e rimane allora una sola costante
arbitraria che moltiplica la fun.ione, la quale si potra determinare colla
condizione che la funzione z prenda un dato valore per un valore partico-
lave di ¢.

Pertanto potremo sempre determinare una funzione algebrica che abbia u
rami, un ordine 2p 41 di connessione, i suoi punti di semplice effettiva
diramazione situati comunque, un numero » — p di infiniti di primo ordine
che abbiano dei valori qualunque, ¢ un numero » — p di infinitesimi di
primo ordine che abbiano pure dei valori arbitrari, e gli altri p infinitesimi
rimarranno determinati, e la funzione non conterra piu altro che una costante
arbitraria come fattore.

Queste condizioni non sono perd sufficienti per la completa determina-
zione della funzione, poiché, essendo 1'equazioni (6) e (7) di grado superiore
al primo rispetto ai coefficienti arbitrarl della equazione (1), che esse deb-
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bono determinare, si avranno pit sistemi di valori per questi coefficienti, i
quali perd saranno in numero finito; e quindi pilt funzieni che soddisfano
alle precedenti condizioni. Per la determinazione completa di una funzione
algebrica & necessario aggiungere un'altra condizione.

Siano z e ¢ due funzioni algebriche che hanno il medesimo ordine di
connessione 2p —+ 1, e il medesimo numero w di rami; denotiamo con 2, 2,
&,.0.,8 iramidi &, econ s, 4,. .., & quelli di &; se, facendo percor-
rere all'indice di ¢ una curva chiusa per cui 2. divenga 2z, anche z, di-
viene g, e viceversa, diremo che & e & sono egqualmente diramate. Ora,se 2
e &, oltre ad essere egualmente diramate, hanno ambedue i » infiniti di primo
ordine @,,dz,...ay, i ¥ —p infinitesimi di primo ordine &,,bz,...0y—p,
e per uno stesso valore di ¢ i rami 2, e # prendono lo stesso valore, le
due funzioni z e & saranno identiche. Infatti: siano ¢,,¢.,¢5,...,¢, gli
altrl infinitesimi di 2, e ¢1,¢,¢5,...,¢, gli altri infinitesimi di &' Le
quantitd ¢ e ¢’ saranno funzioni delle 2v — p quantith o e &, e le funzioni
che esprimono le ¢ non potranno differire da quelle che esprimono le ¢'.
Poiché, supponiamo ec¢he le funzioni ¢,,¢,,..., ¢, siano differenti da ¢,
Cyr ..., C. & siano soltanto ¢,vy,...,¢p eguali rispettivamente alle funzioni
0;+1,.. .,6'}',.

Prendiamo la funzione

poiché 2z e ¢ sono egualmente dirvamate, w avrd u rami e i medesimi punti
di diramazione di z e di &; quindi il suo ordine di connessione sara 2p—-1.
Avrd inoltre evidentemente soltanto gli » infinitesimi ¢;,¢5,..., 60,0 gli 7
infiniti ¢1,¢;,...,c.. Se queste quantitd sono funzioni differenti delle 2v —p
quantitd arbitrarie ¢ e &, 2v — p di esse si potranno prendere arbitrarie
se 2r > 2v — p; si potranno prendere tutte arbitrarie se 2r<2v —p.
Ma essendo 2p —+ 1 1'ordine di connessione di w, abbiamo dimostrato che
non possono prendersi arbitrariamente pilt di 27 — p tra infiniti e infinite-
simi di w: quindi, se v >p =7, si vede che la funzione w avrebbe un
numero di infiniti e di infinitesimi arbitrari maggiore di quello che in gene-
rale & possibile. Dunque, le funzioni di @ e di & che esprimono le quantity ¢,
saranno tutte eguali a quelle che esprimono le quantitdy ¢’; quindi s e &
avranno eguali tutti gli infiniti e tutti gli infinitesimi, e in conseguenza w
non diverrd infinita né infinitesima per aleun valore finito di £, e non potra
essere altro che una costante C, e avremo

=07,
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e poiché per un dato valore di ¢ & 2, =12, sarh C=1, e quindi

d=2Z.

Pertanto le caratteristiche di una funzione algebrica sono date dal se-
guente

Teorema. Si pud sempre determinare un numero finito di funzion:
algebriche, le quali abbiano w rami, un ordine di connessione 2p -1,
¢ punti di effettiva diramazione situati in un modo dalo qualunque, v in-
finits di primo ordine, e v — p infinitesimi di primo ordine dati qualunque,
e che prendano un dato valore qualsivoglia per un valore dato della varia-
bile, e due di queste funzioni, che hanno equale diramazione, sono identiche.

Sappiamo che si pud sempre determinare soltanto una funzione mono-
droma che abbia per infiniti e per infinitesimi di primo ordine i termini di
due serie qualunque, purché questi non formino una continuitad. Quindi le
caratteristiche delle funzioni monodrome sono i loro infiniti e i loro infini-
tesimi. Nelle funzioni polidrome, quando il loro ordine di connessione & la
unitd, si possono prendere arbitrariamente gli infiniti e gli infinitesimi; ma se
Tordine di connessione & maggiore della unitd, un certo numero di infinite-
simi dipenderd dalla diramazione e dagli altri infiniti e infinitesimi della fun-
zione. Quindi le caratteristiche di una funzione polidroma sono in generale:
la diramazione e un certo numero soltanto di infiniti e di infinitesimi. Il
sig. Riemann si era limitato alla diramazione e al numero delle costanti
arbitrarie per il solo valore delle quali possono differire due funzioni egual-
mente diramate e che abbiano lo stesso numero di infiniti.

Nella Teorica delle funzioni ellittiche che sto pubblicando negli An-
nali di Matematica (1), si ha un esempio del vantaggio che si pud trarre dalle
caratterigtiche delle funzioni monodrome per dimostrarne le proprietd, senza
aver bisogno della loro espressione analitica. Per le funzioni polidrome, le
quali non si possono esprimere per serie di potenze della variabile, che
sono convergenti per qualunque valore di questa, e per le quali & necessario
ricorrere a pill espressioni analitiche di questa forma differenti per avere i
valori dei diversi rami della funzione nelle diverse parti del piano degli
indici, si vede chiaramente quanto maggiore sard il vantaggio di poterle
definire per mezzo di caratteristiche le quali permettano di dimostrare le
loro proprietd principali senza aver bisogno di fondarsi sulla loro espres-
sione analitica, e sostituire cosi a molti calcoli una semplice serie di ra-
gionamenti.

(*) V. i t. I delle Opere, pp. 228-412.
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§ VI

Classificazione delle funzioni algebriche.

Se due funzioni algebriche w e & di una variabile complessa / hanno
eguale la loro diramazione, sono funzioni razionali ciascuna dell'alira e di ¢:
cioé abbiamo

Y(s,t)
W = y
®(2,1)

dove Y e ¢ denotano funzioni razionali ed intere di z di ¢.

La funzione z abbia » infiniti di primo ordine, ¢ la funzione w ne
abbia 2"; il numero dei loro rami sia w; esse saranno definite dalle due
equazioni

(1) Fus (5,0)=0,

(2) F},,,\.r(w y t) == 0;

dove cogli indiei posti in basso alla lettera F denotiamo i gradi della fun-
zione rigpetto alle due variabili, ordinatamente.

Sia 2p 41 l'ordine di connessione delle due funzioni; il numero s dei
loro punti di effettiva diramazione sard dato dalla formula

(3) $=2u +2p — 2;

e denotando con 7 e con <’ il numero dei punti di diramazione di-¢ e di w
che si distruggono, avremo

(4) t=@—1)@E—1)—p,
(5) v=(u—1)0'—=1)—p.

Se » & differente da 2" questi punti differiranno nel loro numero per le due
funzioni; in generale poi differiranno nella loro posizione.
Prendiamo ora una funzione

_ Ynal2,0)
(6) v—gom,n(g,t) 9

la quale non diverrd infinita né per # = oo, né per { = oo, quindi non avra
finiti comuni con z né infiniti situati all’infinito; di pit avrd una dira-
mazione eguale alla diramazione di z e di w. I suoi punti di diramazione



che si distruggono saranno in generale differenti da quelli di z: quindi, se
i sistemi di valori di s e di ¢, corrispondenti ai punti di diramazione di z
che si distruggono, sono i = seguenti

Y1501 5 ¥2,02 5 ¥3,03 5.5 ¥r,0z,

a ciascuno di questi sistemi dovranno corrispondere due valovi differenti di »;
il che non pud essere, a meno che non si abbia simultaneamente

(7) Y (¥r,9r) =0,
(8) Pmyn(yr,dr) =0.
Siano

(9) 77'1’7]237]3,"‘37]“'7

i+ infiniti di primo ordine di w ;
(10) dlad,‘Z'dS,'-',dv’—p
v' — p infinitesimi di primo ordine di w. La funzione v, avendo la stessa
diramazione di w, non potra differirne altro che per un fattore costante, se
oltre ad essere soddisfatte le equazioni (7) e (8), avra anche i »' infiniti (9)
e i »' — p infinitesimi (10).

Se z e ¢ fossero indipendenti tra loro, in gy, Vi sarebbero (m—1) (n — 1)
coefficienti indeterminati; ma se m > w, ed # >, tra le potenze di 2z mag-

giori di u e le potenze di £ maggiori di », esistono le (m—p—+1) (n—v—+1)
relazioni della forma

&1 Fun(z,0)=0,

nelle quali s <=m—pu , » = n—w». Dunque la funzione ¢, , contiene effet-
tivamente soltanto un numero g di costanti arbitrarie dato dalla formula

g=m—+1)#n+1)—(m—up—+1)(n —r+1),
la quale, ponendo mente alla equazione (4), da
(11 =mv—+np—t—p—+1.
Siano: H(¢) il risultante del sistema di equazioni
(12) Fus(@,8) =0, @unul(2, ) =0,
e K(¢) il risultante del sistema

(18) Fun(@,8) =0 , Yua(e,)=0.
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H(?) e K(¢) saranno due funzioni razionali e intere di ¢ di grado mv—-nu.

Disponiamo di = coefficienti di ¢,,,, in modo che siano soddisfatte le =
equazioni (8). Cosi H(¢) acquisterd le radici d,,d,,...,dz, e ciascuna di
queste ne sard una radice doppia. Quindi le due equazioni (12), oltre le =
soluzioni comuni (y,, d,) ne avranno altre mv4-npu—2r=g—z-+p—1.

Ora, delle ¢ costanti arbitrarie di v, disponiamo nel modo seguente:
di =, in modo che siano soddisfatte le equazioni (7);di g—v—+p—1—1/,
perché si annulli Yy, per ¢ — v+ p — 1 —»" soluzioni comuni a @y, ==0
¢ Fuy(z,¢) = 0. Rimarranno

g—r—{(g—rv+p—1—2)=+» —p-+1

costanti arbitrarie in . Cosl la funzione » sard diramata come w, e
avrd 29" — p -+ 1 costanti arbitrarie, delle quali + sono i valori di # per
1 quali si annulla H(¢) e non K(7). Determinate »" di queste in modo che »
abbia gli infiniti (9), e »" — p in modo che abbia gli infinitesimi (40), v e w
avranno eguale diramazione, i medesimi +" infiniti (9) e i medesimi ' —p
infinitesimi (10); quindi non potranno differire altro che per un fattore co-
stante, e avremo

__ Unma(2.0)

w ==
P (% 5 1)

come volevamo dimostrare.
Prendiamo ora a considerare la serie infinita delle funzioni algebriche

(14) W, Wr,We,Ws, .
egualmente diramate e che differiscono tra loro per i loro infiniti e per i
loro infinitesimi. Siano

VPV, Ve, V3.0
i rispettivi numeri dei loro infiniti; avremo

(15) Fuor(r, £) =0,
(16) ws:f(wr,t),

dove / denota una funzione razionale di w, e di ¢. Consideriamo nella formula
(16) non w, funzione di ¢, ma ¢ funzione di w, definita dalla equazione (15).
La funzione w, sard cosi una funzione della sola w, che avra lo stesso nu-
mero v, di rami e la medesima diramazione della funzione ¢, e avrd »
infiniti; sard dunque una funzione algebrica di w, definita da una equazione
della forma

FVr,Vs(ws ’ 'wr) =0,
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e il suo ordine di connessione sard eguale all'ordine di connessione di ¢;
ma ¢ essendo funzione reciproca di w,, ne ha lo stesso ordine di connessione.
Dunque abbiamo il seguente

Teorema. Due funzioni algebriche di wuna variabile complessa ¢ che
hanno la medesima diramazione e un ordine di connessione 2p —+1, sono
funzioni algebriche Uuna dell’alira, del medesimo ordine di connessione
2p+1.

Tra le funzioni algebriche di ; egualmente diramate (14), si hanno
le equazioni

(17) Foy(w,,w)=0, Fyy,(ws, w)=0,
Foo,(we,w) =0, By, (ws,w:) =0, ...
le quali definiscoro funzioni algebriche tutte dello stesso ordine di connessione.

Consideriamo ora le prime due equazioni (17); esse definiscono due
funzioni di w che hanno la stessa diramazione: quindi w. sard una funzione
razionale di w, e di w, e avremo il seguente

Teorema. Le funzioni di wuna variabile complesse t che hanno wunw
equale diramazione, sono tutte funzioni razionali di due qualungue di esse.

Osserviamo ora la prima e la quarta equazione (17): w; e w, sono
funzioni razionali di w, e w; sostituendo nella quarta equazione queste fun-
zioni invece di ws e w,, avremo un'equazione tra w, e w, la quale sard
identica colla prima delle equazioni (17) o ne sard una potenza, perché tutte
le equazioni (17) sono irriduttibili, avendo un ordine di connessione positivo.
Quindi le equazioni (17) sono razionalmente trasformabili una nell'altra.

Reciprocamente: se pili equazioni sono trasformabili razionalmente una
nell’altra, avranno lo stesso ordine di connessione, e le quantitd che in esse
compariscono saranno funzioni algebriche egualmente diramate di una qua-
lunque di esse.

Quindi, se diciamo che appartengono alla stessa classe le equazioni
trasformabili razionalmente una mnell'altra, abbiamo il seguente

Teovema. Le equazioni algebriche le quali definiscono funzioni alge-
briche che hanno lo stesso ordine di comnessione, e che, riguardate come
[unzioni di una qualunque di esse, sono equalmente diramate, appartengono
tutte alla medesima classe ; e reciprocamente.

Le equazioni algebriche irriduttibili, i coefficienti delle guali sono fun-
zioni razionali e intere di una sola variabile complessa, si dividono in ording
che si distinguono uno dall’altro per il valore dell'ordine di connessione
delle funzioni algebriche che esse definiscono: diremo di ordine p quelle
per le quali quest'ordine di connessione & 2p - 1.
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Ciascun ordine si suddivide in ¢l@ssz, in ognuna delle quali sono con-
tenute tutte le equazioni trasformabili razionalmente una nell'altra. Queste
classi sono in numero infinito per ciascun ordine, ma si distinguono una
dall’altra soltanto per il valore di un numero finito di costanti, il quale
dipende dal valore p dell'ordine stesso. Queste costanti le diremo i moduli
che appartengono a quel dafto ordine. Determiniamo ora la relazione che
passa tra il numero dei moduli e il numero p.

Sia w, una funzione algebrica di ¢, che abbia I'ordine di connessione
eguale a 2p—+ 1, w rami, una data diramazione, p infiniti e w infinitesimi,
dei quali p avranno determinate relazioni cogli altri infinitesimi, cogli infi-
niti e con i valori di ¢ dei quali sono indici i punti di semplice effettiva
diramazione. Sia w un’altra funzione algebrica di ¢, diramata come w, e
che abbia wp infiniti; essa conterrd 2um — p -1 costanti arbitrarie. Quindi
tra w, e w esisterd una equazione algebrica

(17) Fp,p(’wl yw) =20,

che sard una equazione dell’ordine p, la quale conterra 2u — p 41 costanti
arbitrarie. Di queste costanti potremo disporre in modo che il discriminante
D (w) acquisti Zu — p -+ 1 radici semplici date comunque, le quali deter-
mineranno in un modo arbitrario la posizione di 2u — p + 1 punti di sem-
plice effettiva diramazione e ne risulteranno determinati gli altri 2u + 2p —
—2—2u—+p—1=38p—3, i quali saranno differenti per le diverse di-
ramazioni di w, e di w e quindi per le differenti classi alle quali appar-
terra la equazione (17). Ma tra gli infiniti, gli infinitesimi e i punti di sem-
plice effettiva diramazione di ), considerata come funzione di £, esistono p
relazioni, e altrettante tra le quantitd corrispondenti quando w, & conside-
rata come funzione di w. Quindi, tra i p infiniti e i w infinitesimi di ,
e 1 precedenti 3p — 3 valori di ¢ corrispondenti ai punti di semplice effet-
tiva diramazione dovranno esistere p relazioni; dunque dovremo avere
3p — 8 = p. Percid, quando p =1, non potremo far prendere posizioni arbi-
trarie altro che a 2w — 1 punti di semplice effettiva diramazione, e ne ri-
marrd uno solo per distinguere le classi una dall’altra. Abbiamo dunque i
seguenti teoremi:

Le classi delle equazioni algebriche di primo ordine si distinguono
una dall’altra per il valore di un sol modulo.

Le classi delle equazioni algebriche di ordine p 8¢ distinguono una
dall’altra per i valori di win wumero di moduli eguale a Sp — 3.
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XXVI.

TEORICA DELLE FORZE
CHE AGISCONO SECONDO LA LEGGE DI NEWTON
E SUA APPLICAZIONE ALLA ELETTRICITA STATICA

(Dal Nuovo Cimento, ser. I, t. XVIII, pp. 385-402; t. XIX, pp. §9-75, 77-95, 149-175, 357-377;
t. XX, pp. 19-39, 121-141, Pisa, 1863, 1864).

I

Potenziale di un sistema qualunque di elementi materiali.

Le forze che agiscono secondo la legge di Newton sono quelle che ema-
nano da ciascuno degli elementi infinitesimi di una data materia, e che
tendono ad avvicinare oppure ad allontanare tra loro questi elementi, in
ragione diretta delle loro masse e in ragione inversa dei quadrati delle loro
distanze. Le prime sono forze attrattive; le seconde, ripulsive. Una delle forze
attrattive & la gravitazione universale scoperta da Newton, ¢ una delle ripul-
sive & quella che si manifesta fra le elettricita dello stesso nome.

Cominciamo dal determinare l'attrazione o la ripulsione che un aggre-
gato di punti materiali esercita sopra un altro punto materiale qualunque.

Siano M,,M,,M,,... pit punti materiali; u,,ps,ps,... le loro
masse rispettive, ed (2, % 21) . (®29242),... le loro rispettive coordinate
ortogonali. Sia O un punto materiale, la cui massa prenderemo per unita,
e le di cui coordinate siano (@,b,c¢); e siano 7, ,75,75,...,7,... le
distanze rispettive dei punti M, , M,, M;, ... M,... dal punto O. Avremo

(1) ri= (s — a)* + (ys — 0)* + (& — )",

e I'attrazione esercitata da M, sard nella direzione r; ed eguale a f %,
E)

denotando con / la forza attrattiva dell'unitd di massa alla distanza 1. Per
semplicitd faremo f=1.
Denotando con o, 8 ys gli angoli di », con i tre assi, avremo
I 7 s

cos«xx==——§a— , cosﬂs=—3b— , COS ys==— 3



Pertanto, se indichiamo con XY Z le componenti secondo i tre assi
della forza F esercitata dall’aggregato de’ punti M, sopra l'unitd di massa
in O, avremo

X3 Y=l a= s 3,
oppure
X=zbla—§j , Y=2%%: , z:z%ﬁ—:;
o facendo
(2) P=E%’
avremo
(3) X=%§,Y=%§;,Z=3§,

La funzione P delle coordinate del punto attratto («,%,¢) dipende dalla
posizione e dalla massa dei punti M, e da lei sola dipende la determina-
zione dell’attrazione; percid ad essa & stato da Gauss dato il nome di pofen-
ziale, o da Green & stata chiamata fuwnzione potenziale. Se i punti M, ap-
partengono ad uno spazio continuo, il segno sommatorio diventa un integrale
triplo, le masse u, gli elementi materiali, cioe le densitd ¢ moltiplicate
per I'elemento di volume dx dy dz, e I'integrale triplo deve essere esteso
a tutta la massa del corpo; avremo dunque in tal caso

o ffetete

essendo
r*=(r —a)*+ (y — b)*+ (¢ — ¢)*.

Se invece delle coordinate rettilinee ortogonali si prendessero le coor-
dinate polari, 1'elemento di volume sarebbe espresso da

R*sen6 dR db do;

R essendo il raggio vettore, 6 la colatitudine, e ¢ la longitudine dell’ele-
mento. Quindi ponendo

= [ cosA ,b=1[senAcosB, c=/senAsenB,
x=Reos6 ,y=Rsenbcosg , :=Rsenbseng,
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e se y & l'angolo compreso fra R ed [, sard

r?=R*4-[* — 2R/ cos y,
e si avra
2 0
(5) szff o R?sen 6 dR d dg .
J YV R*=+1*—2R[ cos y

Se ¢ & una funzione finita e continua, ed O & esterno al corpo attraente,
P sard finita e continua in tutto lo spazio esterno a quello a cui si estende
I'integrale. Quando O & infinitamente lontano dal corpo attraente, sard

[==00, e percid all infinito il potenziale si annulla.
Dall’equazione (5) si ricava

Pl_fff ngseanRdOdq) :
— cosy

e percid, quando /= oo, il prodotto Pl & uguale alla quantitd finita

ff oR*sen6dRdO dp =M ,

denotando con M la massa del corpo attraente; e inoltre

Pleos A=Pa=Mcos A , Plsen A cos B = Pb=Msen A sen B,
"~ P/sen A sen B ==P¢ =M sen A cos B.
Dunque i prodotti del potenziale per ciascuna delle variabili si man-
tengono finiti, anche quando queste variabili divengono infinite, e la quan-
titd verso cui converge il prodotto del potenziale per il raggio vettore, quando

questo cresce infinitamente, & la massa del corpo attraente.
Derivando la (4) rapporto alle coordinate @ ,5, ¢, avremo

DP fff Q(x d dy da ,
)b [f 9(?/ ) dx dy ds
fff"(g %) g dy ds .

Quindi le derivate prime di P si mantengono finite e continue in tutto
lo spazio esterno alla massa attraente, perché » non si annulla mai in tutto
il eorso della integrazione.
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Per [ = queste derivate si annullano. Osserviamo ora che si ha

——cosA)
- —fff R*sen 6 dR do de
R \?
]/l—f—— 27cosy)

e quindi, per /= w0, %—lz converge verso una quantitd finita. B facile

altresi dedurre che anche Pl a® Eb2 zgez, per a,b,c¢ infiniti con-
a0
vergono verso quantitd finite, e che percid sono infinitesimi dell'ordine

11 1
PR
Derivando nuovamente e sommando, si ottiene

¥P_ WP WP
W W et

e denotando per brevitd con #* tale operazione, ossia, ponendo

—b2 )2 '32
A2 = £
3 T TR
avremo il seguente teorema:
Il potenziale e le sue derivate prime sono [funzgioni delle coordinate
del punto attratto finite e continue in tutto lo spazio esterno alla massa
attraente; in questo spagio le derivate seconde soddisfano alla equazione

A*P =0,

¢ quando il punto attratto vae all’infinito, la funzione P si annulla, e il
prodotto di essa per le coordinate del punto atiratto converge verso una
quantita finita, e i prodotti delle swe derivate rapporto alle coordinate
del punto attratio, moltiplicate per i quadrati di quelle medesime coor-
dinate, convergono verso quantitd finite.

La espressione .#*P di una funzione P delle x,y,z si pud trasformare
con le coordinate polari, ponendo

x=7rcos8 , y=7rsen6d cosgp , z=rsendseng,

7 essendo la distanza del punto dall’origine delle coordinate,
6 T'angolo che » fa con l'asse delle «,
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¢ l'angolo che il piano che passa per le x fa con un piano fisso. Un
calcolo molto facile e notissimo conduce alla equazione

2P 2P

2 6 -
. 1 g o 7 osen W1 PP
4 7“2? 7 + send 0 ' sen®d Yg?
@

Tali coordinate polari sono evidentemente i parametri di tre sistemi
di superficie ortogonali: sfere concentriche, coni retti col vertice comune
nel centro comune alle sfere e coll'asse di rivoluzione pure in comune se-
condo una retta passante per il detto centro, piani che passano per la me-
desima retta.

Denotando in generale con ¢, p,» i parametri di tre sistemi di super-
ficie ortogonali, le componenti secondo i tre assi di una forza che ha per
funzione P, si otterranno dalle equazioni

L] S EA L N L L

dx 20 Dz W e W

k]

P P

2F Y e )
W e Wy

PP P e

W e i@

Le componenti secondo le normali alle tre superficie ortogonali si ot-
terranno moltiplicando queste ultime per i coseni degli angoli che fanno le
normali stesse col rispebtivi assi, e sommando. Chiamandole R, M, N, e

ponendo:
) ﬂ)z (£)+(3g)
’_<}oc - w) o\ w)
s (2N,
hg—(bx) + ’
2——' )v 2 . .
i=(2) ,
avremo
R LOP e 13P 2%  13P 3
hy 22 2z oy hy &
1 P du 1 2P
M= — 222 - = 27 ,
he 2 he dy dy
N L3P 3w 13

h3 e dx /’Lg _:5;‘ ‘3‘7/
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Sostituendovi i valori precedenti, ed osservando che le superficie sono
ortogonali, si ottiene

p
RIS VNP A S Sy L )
20 u W

Per le coordinate polari abbiamo

R—2P gy 120 1 2P
7 7 0

Mrsen(fﬁ)'

La prima & la componente secondo il raggio vettore, la seconda & nella
direzione della tangente alla sfera secondo un meridiano, la terza pure tan-
gente alla sfera ma normale al meridiano.

II.

Potenziale di una massa omogenea compresa
tra due sfere concentriche.

Abbiasi una massa di densith ¢ costante compresa fra due superficie
sferiche concentriche, di raggio R l'esterna e di raggio R, 1'interna: siano
7,6, le coordinate polari del punto attratto O, e il polo od origine delle
coordinate sia nel centro delle sfere; »', 6", ¢ siano le coordinate polari di
un punto qualunque della massa. Per ragion di simmetria & chiaro che il
potenziale avrd lo stesso valore per tutti i punti alla stessa distanza dal
centro delle sfere; quindi il potenziale P sard una funzione della sola r,
e l'equazione 4P =0 dari

e 4P
o
dr  —
e, integrando, avremo
p==_ ¢
7

Per i punti esterni ad ambedue le sfere il potenziale deve essere una
funzione finita e continua che si annulla per 7= oo, Quindi per questi
punti avremo ¢’ = 0 e, denotando con P, il potenziale relativo a un punto
esterno e, sard
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Per 1 punti ¢ interni ad ambedue le sfere, il potenziale P/, deve esser
sempre finito anche per » = 0; quindi dovrd essere ¢==0, ¢ avremo
14 r
P,=¢"
Onde nei punti interni ad ambedue le sfere il potenziale & costante, e
le sue derivate sono nulle; e percido le componenti dell'azione attrattiva sono

nulle in questi punti.
Nel centro delle due sfere abbiamo 2=y =2z=0; quindi

= o [ [ o f [ sen 0o | Ty

= 2mo(R® — RY),
(1) P, = 2mg(R* — ).

Per 7 = o0, deve essere, per quello che abbiamo dimostrato nel § 1,

PT=M=4gQ(R3—Rﬁ)=c;
onde
0=4’_7§_Q_(R3_ g),
T M
) Po= "2 (B —RY)="",

indicando con M la massa dell’ involuero.

Per determinare il potenziale per un punto ¢ che fa parte dell'invo-
luero sferico, osserviamo che P; & la somma di due potenziali, cioé del po-
tenziale dell’ involucro limitato dalle sfere di raggio R ed », e del poten-
ziale dell’involucro limitato dalle sfere di raggio » ed R,. Il prime di quei
potenziali e

2mo(R* — r?),

e il secondo
4o

5, (7" — R

dunque sara
(3) P, =2mpR* —

2mor® - 4moR}
3 3r

Per avere il potenziale di una sfera, basterd porre Ry =0, o avremo

3
(4) Pe = 47‘.[93‘ = M ’
3r 7
(5) P, = “ﬂQRZ_M
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Le equazioni (2) e (4) danno il seguente teorema. L'azione di un in-
voluero, o di una sfera, sopra un punto esterno, & eguale a quella che eser-
citerebbe il centro delle due sfere, o della sfera, quando in esso fosse con-
centrata tutta la massa dell involucro, o della sfera. Dalla equazione (4)
si ricava che 1'azione sopra un punto della superficie della sfera & — */;woR;
dunque V'azione attrattiva esercitata da una sfera sopra un punto della sua
superficie & proporzionale al suo raggio. Dalla (5) si rileva che 1'azione
sopraun suo punto interno & proporzionale alla distanza di questo dal centro,
ossia che & la stessa come se non esistesse la massa dell involucro sferico
che lo cireonda. ‘

Le due espressioni del potenziale di wun involucro sferico relativo ai
punti esterni ed interni all’involuero e a quelli che ne ne fanno parte, si
continuano senza interruzione l'una nell'altra e formano una sola funzione
continua. Infatti abbiamo:

2 3
per =R, P, = dmeR? ol

3 3R’
P — 4meR*  4moR]
o8 3R

per 7 = R,, P, = 2mp(R? — R}),
P, = 2mg(R* — RY).

Lo stesso accade delle tre derivate rapporto ad » delle tre espressioni
del potenziale; e lo stesso avrd luogo per le derivate rapporto ad z,y,z
"7
Le derivate seconde rispetto ad » delle tre espressioni del potenziale, non
si continuano una nell’altra, e nel passare dall'esterno all'interno, e viceversa,
offrond due salti. Esse sono:

che si ottengono dalle precedenti moltiplicandole per % , g s

a*P, 8me .,

_(Zr—’ = £ (R* — R?),
a?P 4mo SroR3
drr 3 3r2
a*P, .

drr 0;

e per =R si ha:
d*P, 8me SmoR}

ar* 3 3Rs

d*P;  4me  8meRj

ar* 8 3R? ’




e quindi
4P, . arP; in
T ae T

Per »=1R, si ha

a*P; 4 a*P,
drr T e T

e quindi
a*P; CPP;_—_4H )
ar? dr¥ ¢

dunque, nel passare dall’interno all’esterno dell’ involucro sferico, le derivate
seconde rispetto ad » vaviano bruscamente di 4so.
Trovammo precedentemente

dr dP
4P — 1 dr
r*  dr

e ponendo invece di P; il suo valore (3), abbiamo

mo d (4r° ARG\
(3 3 )= 4o .

111.

Caratteristiche del potenziale di uno o piu corpi.

Abbiamo veduto nel § 1 che il potenziale P di una massa di forma
qualunque, di densitd costante o variabile, e le sue derivate prime sono
funzioni delle coordinate a,d e ¢ del punto attratto O, le quali si manten-
gono finite e continue, finché O rimane nello spazio esterno alla massa. Di-
mostriamo ora che anche quando il punto & nell interno o sulla superficie
del corpo si mantengono sempre funzioni finite e continue; hanno sempre
valori finiti. Infatti, prendendo il punto O per polo, abbiamo:

P= ff ersenddd dgdr ——fffgcos()senB do de dr,
2P
~ =fff@ sen®cos g do dg dr Y [ffg sen*6geng dé deg dr;

i quali integrali non divengono infiniti per qualunque valore di », anche se



