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Diese Grenze kann aber der Werth von J nicht erreichen, wie man
auch den obigen beiden Bedingungen gemiss die Function ¢(z) wihlen moge.
Denn da ¢(z) und di';;w) stetige Functionen von z sein sollen, so wire hierzu

erforderlich, dass

d¢ (@)
dz
fir jeden dem Intervall (—1-..-+1) angehérenden Werth von 2 verschwinde,
dass also @(x) eine Constante sei. Dies ist aber mit der Annahme, dass a
und b von einander verschieden sind, unvertriglich.
Die Dirichlet’sche Schlussweise fiithrt also in dem betrachteten Falle
offenbar zu einem falschen Resultat.




NEUER BEWEIS
EINES HAUPTSATZES DER THEORIE DER PERIODISCHEN
FUNCTIONEN VON MEHREREN VERANDERLICHEN.*)

(Aus dem Monatshericht der Kinigl. Akademie der Wissenschaften vom 9. Nov. 1876
mit einigen Veri#nderungen abgedruckt.)

1.
Eine Function f von » Verénderlichen (u, %, ... #,) kann so beschaffen
sein, dass fiir bestimmte Systeme constanter Gréssen (P, P,,... P ) bei be-
liebigen Werthen von #, u,, ... #, die Gleichung

f(ul+‘P17 M2+‘P27 ree 1”'1’L+‘Pn) = f(uﬂuz? "'un)

besteht. Die Function heisst alsdann periodisch, und jedes einzelne Grossen-
system (P, P,,... P,)) ein Periodensystem derselben.**)
Aus dieser Definition ergeben sich die folgenden Satze:
1) Ist
(P, P, ... P)

ein Periodensystem einer Function von n Verdnderlichen, so ist auch

(—P,—P,.---—P,)
ein solches.

*) Vgl. Hermite, Extrait de lettres & C. G. J. Jacobi (Crelle’s Journal Bd. 40, S, 810); und Rie-
mann, Auszug aus einem Schreiben an Weierstrass, (ebd. Bd. 71, S. 197; Riemann’s Gesammelte Werke
S. 276).

*) Dies gilt, mag die Function f eine analytische Function sein oder nicht. Ist sie mehrdeutig,
so besagt die aufgestellte Gleichung, dass die Gesammtheit der zu einem bestimmten Werthsystem
(ttgy Uy, - .. uy,) gehorigen Werthe von £ identisch ist mit der Gesammtheit der zu (u;= Py, p=+ Py, ... wp+ Py)
gehdrigen,
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2)

3)
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Sind
@, P,...P), (P, P],...P))

irgend zwei Periodensysteme der Function, so ist auch

(P!4 P!, P!+ P!, ... PL+ P!
ein solches System.

Aus diesen beiden Sitzen folgt dann der allgemeinere:
Sind irgend # Periodensysteme

(P, P,...P), (P/,P;,...P)), ... (PP, PP, ...PY)
der Function gegeben, so kann man aus ihnen beliebig viele andere
(P, P,... P) ableiten, indem man » ganze Zahlen (m,m,, ... m,)

willkiirlich annimmt und (fir « =1, ... n)

P, = i} Mg y2%
setzt. =
Werden aus der Gesammtheit der Periodensysteme der betrachteten
Function irgend (¢+1) Systeme

r ’ ! (0+1) ©+1) (9+1)
(P, P, ... P, ... (P&, P . Pg

willkiirlich herausgehoben, und ist
PP = pog+ipls,

wo p,, und p., reelle Grossen bedeuten; so lassen sich im Falle, dass
0 = 2n ist, stets (o+1) reelle Grdssen (u,,... %H) bestimmen, welche
die 2n Gleichungen

0+1 01

ﬂz UsPug = 0, ﬂzluﬁp;ﬁ =0 (w=1,...%)
=1 =

befriedigen und nicht sammtlich gleich Null sind. Moglicherweise
ist dies auch noch der Fall fiir ¢ = 2n—1, ¢ = 22—2 u. 8. w., jeden-
falls aber nicht fiir ¢ = 0. Es muss also einen kleinsten, zwischen
0 und 2% —1 liegenden Werth von ¢ geben, bei dem es noch mdglich
ist, die vorstehenden Gleichungen fiir beliebige (o+1) Perioden-
systeme in der angegebenen Weise zu befriedigen. Dieser Werth von
o werde fortan mit » bezeichnet. Dann existiren nothwendig Com-
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plexe von 7 Periodensystemen, fiir welche den in Rede stehenden

Gleichungen, wenn man ¢ = 7—1 nimmt, nur dadurch, dass man jeder

der Grossen g, ... g, den Werth Null giebt, geniigt werden kann.
Angenommen nun, es seien

(P, By, ... By, (P, F),... B0, ... (B, B0 ... P)
irgend r Systeme, welche einen solchen Complex bilden, und
('P17 'P27 e Pn)

ein beliebiges Periodensystem, so lassen sich (r+1) reelle Grossen
@y 4, ... 4, die nicht simmtlich den Werth Null haben, so bestimmen,
dass die Gleichungen

wPot X s PP =0 (@=1,...7)
1:1

bestehen.
In diesen Gleichungen hat dann g nothwendig einen von Null
verschiedenen Werth; man erhélt also, wenn man

my = — %‘i (B=1,...7)
setzt,
P, =ﬁ§1 ms PP,
(A.) P2 = ;I’WL[ng(‘g),

Zugleich folgt aus der angenommenen Beschaffenheit der Systeme
(PP, PP, ... PP),

dass zu einem bestimmten Periodensysteme (P, P,,... P,) nur ein
System reeller Grossen m,, m,, ... m, fir welches die vorstehenden
Gleichungen gelten, gehort.

Obgleich die Function unendlich viele Periodensysteme besitzt, so
kann sie doch so beschaffen sein, dass die Anzahl derjenigen Perioden~

systeme, in denen jede einzelne Periode ihrem absoluten Betrage nach
8
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eine willkiirlich anzunehmende Grenze nicht {iberschreitet, endlich ist.
In diesem Falle sind die in den vorstehenden Gleichungen (A) vor-
kommenden Grossen m, m,, ... m, immer rationale Zahlen.

Es lassen sich alsdann die Periodensysteme

(P, P, ...P)), (P,P/,...P0), ..... (PP, PP,...PY

stets auch so auswahlen, dass die Grossen m, m,, ... m, flir jedes
Periodensystem (P, P,, ... P)) simmtlich ganze Zahlen werden.
Der Beweis dieses fundamentalen Satzes kann folgendermassen gefiihrt
werden.
Es bedeute 4 irgend eine der Zahlen 1, 2, ... 7, so fasse man, unter der
Voraussetzung, dass die Periodensysteme

(PP, PO, ... PY) B=1,...7

den unter 4) angegebenen Bedingungen gemdéss angenommen seien, diejenigen
Periodensysteme (P, P, ... P) in’s Auge, fiir welche die in den Gleichungen
(A) vorkommenden Gréssen m , m , ... m folgenden Bedingungen geniigen:

1?7 22 ¥

0<<m=1,
0=mg=1, wenn <<%,
0 == , wenn f3> 4.
Solche Systeme giebt es — namentlich ist (P%, P, ... P%¥) eines von

ihnen —; sie sind aber, weil durch die angegebene Beschrinkung der Grossen
mg fiir den absoluten Betrag jeder einzelnen Periode eine Grenze, die er nicht
tiberschreiten kann, festgestellt wird, nur in endlicher Anzahl vorhanden, und
es muss sich unter ihnen eines finden, fiir welches m, den kleinsten Werth
hat. Die zu diesem System gehérigen Grossen m,, ... m, mégen mit m', ... m”
bezeichnet werden.

Nach diesen Festsetzungen ist, wenn m), m, ... m, reelle Gréssen sind,

welche die Bedingungen
0=m <<m®, 0=mp<<my, ..... 0= <m®

erfillen, das System

7 9 i
( S PP, PP, o X g Pff))
f=1 =1 p=1



DER PERIODISCHEN FUNCTIONEN VON MEHREREN VERANDERLICHEN. 59

14

ein Periodensystem nur in dem Falle, wo m, m,... m, simmtlich gleich
Null sind.
Nun werde gesetzt

B P S PO e=1..m
(B) @ = TP, i1
so lasst sich, wenn m , m_, ... m_ beliebige reelle Grossen sind, der Ausdruck
) 1! 2 f g ]
.
> mg PP
ﬁ:l

stets auf die Form

r

,
’ )
Zlvﬁ P +ﬁz=]1m@ 5%

in der Art bringen, dass m,m,...m, die eben angegebenen Bedingungen
erfillen und zugleich », v, ... », ganze Zahlen werden; was aus den zu be-
friedigenden Gleichungen

m, = v,m +n,
—_ @-=1) ) ’
Myy = Ve Wy + VY, My + My
my = v+ v, md + o Fv,m +m

unmittelbar ersichtlich ist. Wenn aber
¥ 7 r
( Sm PP, S PO, L X my Pf;’”)
f=1 =1 f=1
ein Periodensystem ist, so ist auch
¥ ¥ 7
( S my PO, S PP, S mg Pf@)
f=1 f=1 f=1
ein solches, und es miissen daher m), m), ... m sammtlich gleich Null sein.
Man hat also
” . ¥

und die Gleichungen (A) wandeln sich um in die folgenden:
P = ); vg Py,
(@) P, = 3 vg Py,

8*
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Die durch die Gleichungen (B) definirten Periodensysteme
(‘P117 'P217 e an); (‘P127 'P227 M PﬂZ)’ ¢ ('PM" P?‘)‘? b PM?)

sind demnach so beschaffen, dass sich aus ihnen alle iibrigen auf
die oben — unter 3) — angegebene Weise ableiten lassen.

In den Gleichungen (C) nehme man nun, unter p eine der Zahlen
1, 2, ... r verstehend,

P1 = -P1(7)7 P, = PZ‘(Y)y oo -Pn == P’?’)’
und bezeichne die Werthe, die dann », » , ... », haben, mit

Virs Vyay oo Yy

so dass man

hat. Dann ist die Determinante

nothwendig von Null verschieden, weil sich sonst die 2» Gleichungen
Zy’ﬁpaﬁ = 0, ZH’(?Z);{? =0 (e=1,...%)
f=1 f=1

durch reelle Werthe der Grossen w;, ohne dass diese sémmtlich gleich Null
zu sein brauchten, wiirden befriedigen lassen. Man kann daher, wenn
Y,y -+ v, beliebige ganze Zahlen sind, » rationale Zahlen m, ... m, SO
bestimmen, dass die » Gleichungen

14

bestehen. Dann ist geméss den Gleichungen (C)
P, = (gﬁ ’”ﬁPaﬂ = ﬁ m,,PC(f) = 2?: mﬁP;ﬁ) (¢ =1,...0).
=1 y=1 f=1

Da es nun, wie vorhin bemerkt worden, fiir jedes Periodensystem
(P, P,;... P,) nur ein System reeller Grossen m,, m,, ... m giebt, fiir das
die Gleichungen (A) gelten, so ist bewiesen, dass diese Gréssen, wie man
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auch die r Periodensysteme
PP, PP, ... P{) B=1,...m)

den unter 4) angegebenen Bestimmungen entsprechend annehmen moge, stets
rationale Zahlen sind.
6) Zu dem vorstehenden Satze ist noch Folgendes zu bemerken.
Angenommen, es seien fiir eine periodische Function von n Verénder-

lichen die Zahl » und die Grossen P® so bestimmt, wie unter 4) angegeben

wurde. Setzt man dann, unter m, m, ... m 1reelle Grossen verstehend,
wie oben

B = Dot il GZu)

P

. .
. = > Mg Pag + 0 > Mg Peug s
f=1 f=1

so hat der Ausdruck

P =3 %( > mﬁpa{g) —}—(EZ mﬂp;ﬂ> ; — é |P, 2

a=1{\f=1 a=1

stets einen positiven Werth, wenn die Grossen m nicht sémmtlich gleich Null
sind. Es ist deshalb, wenn g eine willklirlich angenommene positive Grosse
bezeichnet, P > g, sobald der Werth von i} m; eine bestimmte Grenze fiber-
schreitet, und es giebt daher unter denjeniéén Werthsystemen (m, m,, ... m),
in denen jede einzelne Grosse eine ganze Zahl ist, nur eine endliche Anzahl
solcher, fiir welche die absoluten Betrige von P, P,, ... P, simmtlich kleiner
als g sind. Daraus folgt, dass die Gleichungen (A), wenn in denselben den
Grossen m, m,, ... m, bloss ganzzahlige Werthe gegeben werden, siémmtliche
Periodensysteme der Function nur in dem Falle liefern kénnen, wo die oben
(im Anfange dieser No.) in Betreff der Beschaffenheit der Function gemachte
Voraussetzung zutrifft.

Diese Voraussetzung ist aber gleichbedeutend mit der Annahme, dass
die Function kein System unendlich kleiner Perioden besitze.

Man setze

P, = po+Wusa, («=1,...n)

wo p, und p,. . reelle Grossen bedeuten, und nehme an, es lasse sich eine
positive Grosse k so bestimmen, dass in jedem Periodensystem wenigstens eine
der Grossen p,, p,, ... p,, dem absoluten Betrage nach grosser als & ist.
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Wenn man dann 2» ganze Zahlen

1)17 1}27 e v21L

willkiirlich annimmt, so kann es hochstens ein Periodensystem geben, in
welchem die Grossen p,p,,...p, den Bedingungen

nk=p <vk+k (l=1,...2n)
genfigen. Denn angenommen, es sei

(Dot Wy Dot Whsas o Dt W)
ein solches, und (¢, ¢,, ... q,,) ein beliebiges System von 2» Gréssen, welche
ebenfalls die Bedingungen

nE=q <<v,k+h A=1,..2n
erfilllen, so ist, wenn man
G =n+h

setzt, k, dem absoluten Betrage nach kleiner als %, und deshalb

By 0y gy Byt ik gy oo By 4 iky,)

kein Periodensystem; woraus folgt, dass auch

(% + iQn*H? 4.+ iq'nd—? e Gyt en)
kein solches ist.

Nun sei g eine willkiirlich angenommene positive Grosse, so giebt es
nur eine endliche Anzahl solcher Zahlensysteme (v, v,, ... v, ), fiir welche

v b, v,k oolow,,k

simmtlich zwischen den Grenzen g, —g liegen; es existirt also auch nur eine
endliche Anzahl von Periodensystemen, fiir welche jede der Grdssen p, ihrem
absoluten Betrage nach kleiner als g ist.

2.

Ich will jetzt annehmen, die betrachtete periodische Function f(u,, u,, ... u,
sei eine eindeutige analytische Function, und zunichst nachweisen, dass
dieselbe ein System unendlich kleiner Perioden nur in dem Falle
besitzt, wo sie sich als Function von weniger als » Argumenten,
die ganze lineare Functionen von u,#, ...« sind, darstellen ldsst.
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Es seien v,v,,...v  ganze lineare Functionen von wu,u,,...%,, und

n?

m <<mn, so konnen n Gréssen P, P,,... P,

n

so bestimmt werden, dass v, v,, ...
v, sich nicht #ndern, wenn man wu,+ P, u,+P,, ... u,+ P fir w,u, ... u,
setzt. Im Falle, dass sich f als Function von v, v,,... v, ausdriicken lasst,
ist also

flu,+Pu,+ P,y ooou,+P) = flu,u,,...u,).

Man kann aber (n—m) der Grossen P beliebig annehmen, und giebt man
diesen unendlich kleine Werthe, so werden die ibrigen ebenfalls unendlich
klein. Es besitzt also f(u,, %, ...« ) Systeme unendlich kleiner Perioden.

Bezeichnet man f, als Function von wv,v,,... v, betrachtet, mit f, so

hat man
Of _ & o vy
ou,  #= ov; Ou,’

(Ot: 1,...%)

es bestehen also zwischen den ersten partiellen Ableitungen von f, von denen
jetzt die nach #, genommene mit f(u,u,, ...u,), bezeichnet werden moge,
(n—m) Gleichungen von der Form

ﬁ] Cof (U, oonu,), = 0,
=1
Wwo ¢, ¢,, ... ¢, Constanten bezeichnen, welche nicht simmtlich gleich Null sind.
Dagegen findet bekanntlich, wenn die Yunction f nicht die besondere
Figenschaft besitzt, sich auf die angegebene Weise in eine Iunction von
weniger als n Argumenten verwandeln zu lassen, unter ihren Ableitungen
keine solche Relation statt, und es ist daher méglich, » nicht singulére®)

Werthsysteme der Grossen u,, ,, ... %,
(PR T/ IR (VA VAR 46 I (N IR .
so anzunchmen, dass die Determinante

1O, ety e FOG, 0 i),

A [ R A N N

. . . . . . . . . . . . .

PO, o) e PO, ),

einen von Null verschiedenen Werth hat.

*) Es ist (@), w}, ... u],) ein nicht singuldres Argumentensystem, wenn sich f'(uy, ug, ... u,) unter der
Bedingung, dass die absoluten Betriige von w,—u), u,—uj, ... u,—u;, gewisse Grenzen nicht iibersteigen,
nach ganzen positiven Potenzen dieser Differenzen in eine convergirende Reihe entwickeln ldsst.
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Man kann dann ferner, unter h,h,, ... h verdnderliche Grissen ver-
stehend, deren absolute Betrige eine Grenze h nicht iibersteigen sollen, die
letztere so klein annehmen, dass (fiir « =1, ... n)

PO Ty 14 By o 2 Ty) — (2, 02, )

n 1
=Sk f FU 4 By 4+ thy, ol + 8, )y dE,
- 0

und zugleich die Determinante der als lineare Functionen von %,k ... A,
betrachteten Ausdriicke auf der rechten Seite dieser » Gleichungen, welche
fiir unendlich kleine Werthe von %, A, ... » unendlich wenig von der vor-
stehenden verschieden ist, ebenfalls nicht gleich Null ist. Dann sind die
Differenzen auf der linken Seite der Gleichungen nur in dem Falle simmtlich
gleich Null, wenn simmtliche Gréssen %, &, ... b, es sind. Hiernach ist es
unmdoglich, dass in einem Periodensystem der Function £ jede einzelne Periode
ihrem absoluten Betrage nach kleiner als % sei; mit anderen Worten, die
Function besitzt kein System unendlich kleiner Perioden.
Es gilt also der Satz:

»Eine eindeutige analytische Function von # Verdnderlichen sei
periodisch, ohne als Function einer geringeren Anzahl von Argumenten,
die ganze lineare Functionen der urspriinglichen sind, darstellbar zu
sein, und # sei fiir sie die oben fiir eine beliebige periodische Function
definirte Zahl, welche also einen der Werthe 1, 2,... 2» hat. Dann
lassen sich stets » Periodensysteme

(P117'P21""Pn1)? (P",P2),,...1))

ny

der Function so auswihlen, dass durch die Gleichungen

.
P, = /ﬁzl'yﬁpaﬂ, (w=1,...m)
in denen w»,v,, ... v, beliebig anzunehmende ganze Zahlen bezeichnen,
simmtliche Periodensysteme der Function geliefert werden.c
Hierzu ist noch zu bemerken, dass es unméglich ist, aus irgend welchen
(r—1) Periodensystemen alle iibrigen abzuleiten; was aus der gegebenen Defi-
nition der Zahl » unmittelbar hervorgeht.
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Dagegen lassen sich die » Systeme
(Plﬂi ‘Pzi‘h v Pﬂﬂ)

durch unendlich viele Complexe von » anderen ersetzen.
Nimmt man némlich an

= ul e=1,...7m
P “yzlvﬁyl)aw (ﬁ:l,...r)
wo die v;, ganze Zahlen bezeichnen, und es sollen sich aus den r Perioden-

systemen - B
(P1,37 -Pzﬂ)"'-Pnﬁ) (ﬁ=1,...’r)

alle {ibrigen ableiten lassen, so muss man haben

S oD c=1,...n
-Pay = Zyayl)aﬂy ( =1:“ )

F=1

wo die »;, ebenfalls ganze Zahlen bedeuten, und somit
P, =3 2w

Es sind aber die Grossen P,, wie aus der gegebenen Definition der-
selben hervorgeht, so beschaffen, dass es unmdglich ist, die » Gleichungen
v

>Suw P, =0 (e=1,...n)

y=1

durch reelle Werthe von g, u,, ... u, wenn diese nicht simmtlich gleich Null
sind, zu befriedigen. Folglich muss
1, wenn y =9,

,
Vi, Ves =
(;@; fr =l 0, wenn y =9,

sein. Daraus ergiebt sich

’ ’
Vs vo0 Vi Vigy voe Vi

’ ’
Vigy oo Vpyp Vigy ove Uy,

und es miissen daher die Zahlen v, so gewihlt werden, dass die Determinante

------
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ist. Umgekehrt erhdlt man, wenn diese Bedingung erfillt ist, die Grossen
P,, durch die I_)a{g so ausgedriickt, dass die v}, ganze Zahlen sind, und kann
daher simmtliche Periodensysteme (P, P,,... P,) auch aus den r Systemen

(qu qu e Pm)’ er e e (Pu" Pﬂ" v Pnr)
ableiten.

3.

Der im Vorstehenden bewiesene Satz gilt, wie ich jetzt zeigen will, auch
in dem Falle, wo f(u,u,, ... u ) eine m-deutige analytische Function ist.
Bezeichnet man die m Werthe der Function, welche zu demselben Werth-

(2)

system (u, w,, ... u,) gehoren, mit [, /%, ..... f*°, und versteht unter z eine
unbestimmte Grosse, so ist das Product

(x___f(l)) (x_f(2)> e (x___]l‘(m))

eine eindeutige analytische Function von u,u,... % , und eine ganze
rationale Function von #; es konnen also 7, %, ..... f* definirt werden als
die Wurzeln einer Gleichung m' Grades

x’”’*‘fl(“l? u27 et un) xm_l + """ +f;n(u’17 u?? e u“) = 07

deren Coefficienten eindeutige Functionen von w,, u,, .

Diese Functionen von » Verinderlichen koénnen nun so beschaffen sein,
dass sie sich alle als Functionen einer geringeren Anzahl von Argumenten
(v, v, ... v), welche ganze lineare Functionen von u,u, ... %, sind, dar-
stellen lassen. In diesem Falle kann man x Constanten ¢, ¢, ... ¢,, die nicht

saimmtlich gleich Null sind, so bestimmen, dass die Gleichungen

., sind.

o0vs

ZCC‘W:O B=1,...10

a=1

befriedigt werden, und daher v, v,,... v, sich nicht #ndern, wenn man, unter
¢ eine unbestimmte Grdsse verstehend,

Uyt G0y U+ Gty ool uy ot flir w, w, ... ou,
setzt. Es bestehen also die m Gleichungen

(A) ﬁl(ul-*—cxt’ %2-}-0257 e Z(’n+cnt) = f,l,l.(uliuﬂ ...26”),
r=1,...m
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und es sind demzufolge die m Werthe von f(u,+c ¢, w, +ct, ... u,+c,t) iden-
tisch mit den m Werthen von f(u,,u,,... ).

Die Function [ besitzt also, wenn f,..... f.. die angegebene Beschaffen-
heit haben, ein Periodensystem (c ¢, c,t,..... ¢,t), in welchem, wenn man ¢
unendlich klein annimmt, jede einzelne Periode einen unendlich kleinen
‘Werth hat.

Aus den Gleichungen (A) ergeben sich die nachstehenden:

(B) éca 6ﬂ”(u”g“""u”) = 0, (p=1,...m)
=1 Ue
welche also eine nothwendige Folge der in Betreff der Functionen £, ..... f.

gemachten Annahme sind.

Umgekehrt haben diese Functionen die in Rede stehende Beschaffenheit,
wenn fiir irgend ein System constanter Grdssen ¢, c,, ... c,, die nicht simmt-
lich gleich Null sind, die Gleichungen (B) bestehen. Denn dann ist

Ofu(u,+ 8, uy+ eyt ooou, +0,8) 0
ot -

also f (u +ct, u,+c,t, ... u,+c t) von ¢ unabhiingig, und es gelten somit die
Gleichungen (A). Setzt man aber in den letzteren

wo A so zu wihlen ist, dass ¢, nicht den Werth Null hat, so ergiebt sich

f;t(uu Uy, ...M") = ﬁL(vl7 Vayenn vn)y (w=1,...m)
wo

Nun ist aber, damit f(u,%,,...%,) als Function von (n—1) linear durch
W,y U,y ... u, ausdriickbaren Argumenten betrachtet werden kénne, nothwendig
und hinreichend, dass sich f (w2, ...2%,), ... f,,(#,%,, ... %,) simmtlich als
Functionen derselben (z—1) Grossen darstellen lassen. Wenn also, wie in
dem zu beweisenden Satze angenommen wird, f(u,,,,...u,) die angegebene
besondere Beschaffenheit nicht besitzt, so ist es unmdglich, dass fir irgend

ein System constanter Grdssen (¢, c,, ... ¢,), wofern nicht jede von ihmen den
9*
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‘Werth Null hat, die m Functionen

n
aglcafu(u,, Ugy o oo Uy

wo f, (%, ...u,), die erste Ableitung von f,(#,u, ... ) nach u, bedeutet,
alle identisch gleich Null sind. Daraus ldsst sich folgern, dass man » nicht
singulire Werthsysteme

Wy v )y (o), e (W)

und » ganze Zahlen g, w, ... g , von denen jede einen der Werthe 1,2, ... m
hat, so auswéhlen kann, dass die Determinante

gfy @iy oo W)y e fu () o ;)n
f#(’d tee n)u . fp(u re nn

fy, (u(n) (n)) fun(um) e ;:‘L))n
einen von Null verschiedenen Werth erhalt.

Man bezeichne, unter s eine der Zahlen 1, 2,...n verstehend, mit D,
die Determinante

!fyl(u{, cee )y, - fpl(ul,... Uy, l

)

‘ fp, (M(S) ‘u;f))u * fy (u<S) * 'u;f))s
so dass
D, = fy,l(u;7 o th,),

und D, = D ist. Dann hat man, wenn s>1,
D, = s—lfy, () . 'u;f))l'*'-D, 1]['”3(%(3) c U )yt

wo D__,D._,... nur von den (s—1) ersten Werthsystemen («, ... %) ab-
héingen. Sind nun diese und die Zahlen w,... g _, so gewihlt, dass D,
nicht gleich Null ist, so ist

Ds—xﬁc(uu vee %n)1+ D;—lflu(%u ser “n)2+

nicht fiir jeden Werth von g identisch gleich Null; man kann also g, und

( (s) e (S))

so annehmen, dass auch D_nicht gleich Null ist. Da nun nicht alle Functionen

ﬁt(uﬂ "'un)l
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gleich Null sind, so kann man zunichst

w, und wl, u,, ...u,,

sodann
y/ﬂ und u’l” U/;” e 7;0;;,
u. 8. w. bis zuletzt

) (n) ) 6(12)

W, und w, wl®, Ly

so wiahlen, dass D, D,,... D, simmtlich von Null verschiedene Werthe er-
halten.
Man kann dann ferner eine Grenze % so fixiren, dass fiir alle Werth-
systeme
(Pyy Prgy oo Ty) s
in denen jede einzelne Grdsse dem absoluten Betrage nach kleiner als 4 ist,

Tu, WP+ by oo P+ Ty,) ——fus(u(f), v 1)

n 1
=2 f o (U0 4 By, oo 2+ 1)y G=1,...n)
=1
0

und zugleich die Determinante der als lineare ¥Functionen von 4, ... % be-
trachteten Ausdriicke auf der rechten Seite dieser Gleichungen, welche bei
einem unendlich kleinen Werthe von % sich unendlich wenig von D unter-
scheidet, ebenfalls nicht gleich Null ist. Dann sind die Differenzen auf der
linken Seite der Gleichungen nur in dem Falle simmtlich gleich Null, wenn .
saimmtliche Grossen 4, ... 4 es sind. Es ist also unmoglich, dass in einem
gemeinschaftlichen Periodensysteme der Functionen

A7 N T3 TR S (T TR A

jede einzelne Periode dem absoluten Betrage nach kleiner als 4 sei. Da nun
die m Werthe von f(u,+4A,u,+h,...u +4) nur in dem Falle, wo (%, 4,,... &))
ein gemeinschaftliches Periodensystem der Functionen f,... [, ist, mit den
m Werthen von f(u,u,,...u,) identisch sind, so folgt, dass die Function
f(w,...n), wofern sie nicht die besprochene besondere Beschaffen-
heit hat, kein System unendlich kleiner Perioden besitzt, und
demnach der in (2.) fir eine eindeutige Function aufgestellte
Satz bestehen bleibt, wenn das Wort »eindeutig« in »m-deutigc
umgedndert wird.




ANMERKUNGEN.
(Vom Jahre 1886.)

1) Unter welchen Bedingungen der vorstehende Satz fiur eine analytische Function f(uw, %,,... %,)
auch in dem Y¥alle giltig bleibe, wo sie so beschaffen ist, dass zu jedem Werthsysteme der Verdnderlichen
Yy, Uy, ... u, unendlich viele Werthe von f(u,, u,,...u,) gehoren, ist noch nicht ermittelt worden. Dass
es aber Functionen dieser Art giebt, fiir welche der Satz nicht gilt, ist bekannt. Herr Casorati hat
bereits vor Jahren gezeigt, wie sich analytische Functionen eines Arguments, deren Perioden sich nicht
aus zwei derselben ableiten lassen, in sehr einfacher Weise definiren lassen. (Comptes rendus, 21 dée. 1863
et 25 janv. 1864.)

2) Das in § 1 Dbegrindete Theorem gilt, wie schon oben bemerkt worden ist, fir eine beliebige
(analytische oder nicht analytische) Function f(uw,, u,,...u,). Es findet also auch Anwendung, wenn dicse
Function nur fiir reelle Werthe der Verdnderlichen 2y, 4y, ... %,
reeller Perioden in Betracht kommen, in welchem Talle dann die Zahl » der gegebenen Definition
nach nicht grosser als » sein kann. Dagegen ist der Satz, dass eine Function von » Variabeln nur dann

definirt ist und somit auch nur Systeme

Systeme unendlich kleiner Perioden haben kann, wenn sie sich als Function von weniger als » Argumenten,
die ganze lineare Functionen der urspriinglichen sind, darstellen lisst, von mir nur fir ein- oder m-deutige
analytische Functionen bewiesen worden. Auf eine nicht analytische eindeutige und stetige Function reeller
Argumente findet jedoch der gegebene Beweis auch noch Anwendung, wenn die partiellen Ableitungen erster
Ordnung der Function existiven und ebenfalls stetige Functionen sind. Dass der in Rede stehende Satz
aber richtig ist und sich beweisen lasst, wenn fiir eine Function reeller Verinderlichen nur feststeht, dass
sie eindeutig und stetig sei, hat neuerdings Herr Kronecker nachgewiesen, (Sitzungsberichte der Ber-
liner Akademie, 20. November 18384)




UBER CONTINUIRLICHE FUNCTIONEN EINES REELLEN ARGUMENTS,
DIE FUR KEINEN WERTH DES LETZTEREN EINEN BESTIMMTEN
DIFFERENTIALQUOTIENTEN BESITZEN.

(Gelesen in der Konigl. Akademie der Wissenschaften am 18. Juli 1872.)

Bis auf die neueste Zeit hat man allgemein angenommen, dass eine ein-
deutige und continuirliche Function einer reellen Verdnderlichen auch stets
eine erste Ableitung habe, deren Werth nur an einzelnen Stellen unbestimmt
oder unendlich gross werden konne. Selbst in den Schriften von Gauss,
Cauchy, Dirichlet findet sich meines Wissens keine Ausserung, aus der
unzweifelhaft hervorginge, dass diese Mathematiker, welche in ihrer Wissen-
schaft die strengste Kritik {iberall zu {iben gewohnt waren, anderer Ansicht
gewesen seien. IKrst Riemann hat, wie ich von einigen seiner Zuhorer
erfahren, mit Bestimmtheit ausgesprochen (i. J. 1861, oder vielleicht auch
schon frither), dass jene Annahme unzuldssig sei und z. B. bei der durch die
unendliche Reihe

=
dargestellten Function sich nicht bewahrheite. Leider ist der Beweis hierfiir
von Riemann nicht verdffentlicht worden und scheint sich auch nicht in
seinen Papieren oder durch miindliche Uberlieferung erhalten zu haben.
Dieses ist um so mehr zu bedauern, als ich nicht einmal mit Sicherheit habe
erfahren konnen, wie Riemann seinen Zuhérern gegeniiber sich ausgedriickt
hat. Die Mathematiker, welche sich, nachdem die Riemann’sche Behauptung
in weiteren Kreisen bekannt geworden war, mit dem Gegenstande beschiftigt
haben, scheinen (wenigstens in ihrer Mehrzahl) der Ansicht gewesen zu sein,
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es geniige, die Existenz von Functionen nachzuweisen, welche in jedem noch
so kleinen Intervalle ihres Arguments Stellen darbieten, wo sie nicht diffe-
rentiirbar sind. Dass es Functionen dieser Art giebt, ldsst sich ausserordent-
lich leicht nachweisen, und ich glaube daher, dass Riemann nur solche
Functionen im Auge gehabt hat, die fiir keinen Werth ihres Arguments
einen bestimmten Differentialquotienten besitzen. Der Beweis dafiir, dass
die angegebene trigonometrische Reihe eine Iunction dieser Art darstelle,
scheint mir indessen einigermassen schwierig zu sein; man kann aber leicht
continuirliche Functionen eines reellen Arguments = bilden, fiir welche sich
mit den einfachsten Mitteln nachweisen lisst, dass sie fiir keinen Werth von
2 einen bestimmten Differentialquotienten besitzen.

Dies kann z. B. folgendermassen geschehen.

Ls sei « eine reelle Verinderliche, ¢ eine ungrade ganze Zahl, b eine
positive Constante, kleiner als 1, und

»
flx) = 30" cos (¢ zm);

nH=0

so ist f(z) eine stetige Function, von der sich zeigen lésst, dass sie, sobald
der Werth des Products ab eine gewisse Grenze iibersteigt, an keiner Stelle
einen bestimmten Differentialquotienten besitzt.

Es sei x, irgend ein bestimmter Werth von 2, und m eine beliebig an-
genommene ganze positive Zahl; so giebt es eine bestimmte ganze Zahl « ,
fiir welche die Differenz

e

Q7 Ty s

die mit w,,, bezeichnet werde, >—4, aber =4 ist.

Setzt man dann

2 o, —1 2 o, +1
a” ar !
so hat man
@'~ Ty = “1‘—2%)'&; a"—x, = - (;imﬂ;
es ist also
x<<w,<<a’.

Man kann aber m so gross annehmen, dass ', 2" beide der Grosse #, so nahe
kommen, wie man will.



EINEN BESTIMMTEN DIFFERENTIALQUOTIENTEN BESITZEN.

Nun ist

f@)—rf) _ i (b”- cos (a" z'w) — cos (a" x,w) )

T 7
x'—x, x'—x,

n—1

an(x’—xo)

Nn=0

=S ((ab)‘” cos (a"z'w) — cos (¢ x, ) )

+ i (Z)"”*”- cos (a™*" z'n) — cos (@™ x, ) )

7
n=—~0 x—xo

Der erste Theil dieses Ausdruckes ist, da

¥
cos (0" z'w) — cos (0" x,m)

z'—a
i) ,T)

Ot sin (a
o 7:)-

= —xsin(a”
a(x'—x,) ( 2

und der Werth von

'
an_x_

Z,

B) Y
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stets zwischen —1 und +1 liegt, dem absoluten Betrage nach kleiner als

m—1

2 (@),

n=0

also auch kleiner als

T
ab—1

(aby™.

Ferner hat man, weil @ eine ungrade Zahl ist:

cos (" x'n) = cos (a"(e,—1)7) = —(— 1),
008 (@™ &, ) = 008 (" et T+ 0",y ™) = (—1)"" 008 (4", ),
also
Zr gnen, [ CO8 (@™ *"&'m) —cos (" @y m)\ _ DY gy 2 14 cos (0" Zppyy ) n
ne=o xr—2, n=0 + Lot
Alle Glieder der Summe
i 14 cos (¢ x,,,, ™) b“
n=2~0 1 + xm+1
sind positiv, und das erste, da cos(x,,, ™) nicht negativ ist, 1+z,,,

zwischen 1 und ¥ liegt, nicht kleiner als Z.
IL

10

aber



