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Vorwort des Verfassers.

Amplissima et pulcherrima scientia figu-
ratum. At quam est inepte sortita nomen
Geometrie!

Nicod. Frischlinus, in Dialogo primo.

Perspectivas methodus, qud nec inter in-
ventas nec inter inventu possibiles ulla com~
pendiosior esse videtur. ..

B. Pascal in Lit. ad Acad. Paris, 1654,

Da veniam scriptis, (quorum non gloria nobis
Causa, sed utilitas officiumque fuit.
Ovidius, in Fastis I, 9.

Dieses Buch ist nicht fiir Diejenigen bestimmt, welche
den hohen Beruf haben, die Wissenschaft zu fordern; sie
wiirden darin weder neue Theorien noch neue Methoden finden.
Alle Lehrsiitze sind alt, mehrere gehen auf die Geometer des
entferntesten Alterthums zuriick. Man findet Spuren davon
in Euclid (285 v. Ch.), in Apollonius von Perga (247
v. Ch), in Pappus von Alexandrien (4 Jahrhunderte
n. Ch.), in Desargues von Lyon (1593—1662), in Pascal
(1623—1662), in de la Hire (1640—1718), in Newton
(1642—1727), in Maclaurin (1698—1746), in J. H. Lam-
bert (1728—1777), u, 8. w. Gewdhnlich nennt man die Theo-
rien und Methoden, welche aus diesen Sitzen ein homogenes
und harmonisches Ganzes herstellen, neuere Geometrie,
weil sie von solchen Geometern ausgebildet und vervollkommnet
wurden, die uns weniger ferne stehen, wie Carnot, Brian-



iv Vorwort des Verfassers.

chon, Poncelet, Mobius, Steiner, Chasles, Staudt, ...
deren Werke in der evsten Héilfte unseres Jahrhunderts ver-
offentlicht worden sind.

Der einzige Zweck meiner Arbeit ist, die Kenntniss dieser
so schonen und so niitzlichen Theorien in den italienischen
Schulen zu verbreiten.

Man darf jedoch nicht glauben, dass in Italien nicht schon

fobenswerthe Anstrengungen gemacht worden seien, sich mit den
neuesten Forschungen der Geometrie auf dem Laufenden zu er-
halten. G. Bellavitis war der Erste, wenn ich mich nicht
irre, welcher der studirenden Jugend, mit seinem Saggio di
geometria derivata *), den Weg dazu gebahnt hat; viele
andere Schriften liess er mnachfolgen; . in Neapel hat N.
Trudi *!) die Fragen eines berithmten Programmes gelost,
welchem der Zweck zu Grunde lag, den Methoden der geo-
metrischen Erfindung Aufschwung zu geben und sie zu ver-
gleichen. Im Jahre 1854 fithrte die Universitit von Pavia einen
Curs tiber hohere Geometrie ein und als Italien seine poli-
tische Unabhéngigkeit wieder gewonnen hatte *?), wurde auf
den Vorschlag des Professors Brioschi an allen unseren
grossen Universititen ein Lehrstuhl fiir jene Wissenschaft er-
richtet. Der Verfasser hat dieselbe sechs Jahre lang in Bo-
logna unterrichtet (1861—1866) und deren Methoden auf die
darstellende Geometrie angewandt *3); spiter (1867) an die

*} Nuovi Saggi dell’ Accademia di Padova, vol. 40, (1838),
S. 243—288.

*1) Produzioni relative al programma di tre quisticne geometriche,
proposto dal prof. V. Flauti nell’ aprile 1839 (Napoli, 1340—1841).

Ich citire Bellavitis und Trudi beispielsweise, ohne damit sagen
zu wollen, dass nicht noch andere italienische Geometer sich bis zum
heutigen Tage mit projectivischer Geometrie beschiftigt haben, Ich bitte,
mich zum voraus zu entschuldigen fiir die Namen, die ich nicht ange-
tithrt habe; der Leser sei hiemit versichert, dass es unabsichtlich ge-
schieht; ich habe mir tibrigens auch nicht die Aufgabe gestellt, ein hi-
storisches Résumé iiber die Fortschritte der Wissenschaft aufzustellen.

#) In Neapel war dieser Lehrstuhl durch J. Battaglini besetzt,
dessen Wissenschaftlichkeit und dessen Arbeiten allgemein bekannt sind.

*3) Diese Bahn war schon von Anderen eingeschlagen. Siehe Bel-



Vorwort des Verfassers. Vv

technische Hochschule in Mailand versetzt und durch den
Director, Herrn Brioschi, veranlagsst, einen Curs {iber gra-
phische Statik abzuhalten, fand er es ndthig, als unentbehr-
liche Vorbereitung darauf, eine ganze Reihe von Vorlesungen
der Geometrie der Lage oder der projectivischen Geo-
metrie zu widmen *). So ist jedes Jahr eine grosse Zahl
junger Leute mit den neueren Methoden vertraut gemacht wor-
den und haben sie geleirnt, dieselben auf die verschiedenen
Theile des technischen Zeichnens anzuwenden.

Das Alles geniigte nicht; trotz der endlosen Fruchtbarkeit
dieser Methoden sind sie so einfach, dass kein Theil der Mathe-
matik so leicht und mit so geringen Vorkenntnissen gelernt
werden kann. Um sich davon zu iiberzeugen, hat man nur zu
beachten, dass Staudt seine ,Geometrie der Lage“ (1847)
schreiben konnte, ohne sich auf einen Begriff der Elementar-
geometrie zu stitzen. Wenn aber dieses vorziigliche Buch
keine griossere Anerkennung erhielt, so geschah es, weil es
gar keine Figuren mit sich fihrt und in einem besonders
trockenen und gedringten Styl geschrieben ist. Andere von
demselben Gedanken geleitete Schriftsteller *1) haben nach den
Fundamentalbegriffen des Raumes, der IFliche, der Linie, des
Punktes, der Geraden und der Ebene sogleich diejenigen der
Collineation und der Reciprocitiat aufgestellt. Mit diesem
Gedanken wird vielleicht bald auch die Frage tiber den ersten
Unterricht in der Geometrie geldst; so dass wir dann, wenn
ich mich nicht tdusche, eine Methode haben werden, die
wiirdig sein wird, die alte von Euclid zu verdringen.

lavitis, Lezioni di geometria descrittiva (Padova 1851). Das vorziig-
liche Werk von Prof. Fiedler, die Darstellende Geometrie (Leipzig, 1871),
ist nach denselben Gedanken abgefasst. E. Padova und A. Saymno
haben eine italienische Uebersetzung dieses Werkes fiir den Gebrauch an
polytechnischen Schulen vertffentlicht.

¥) In Ziirich hielt Professor Reye einen Curs iiber ,Geometrie der
Lage®, um die Studirenden auf den Unterricht von Professor Culmann,
den Schopfer der graphischen Statik, vorzubereiten.

*1) Z. B. E. Miiller, Elemente der Geometrie, streng systematisch
dargestellt (Braunschweig, 1869).
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Diese Kinfachheit der Lehren, welche die projectivische
Geometrie ausmachen, diese Fasslichkeit, welche sie fihig
macht, in die Elemente der Wissenschaft einzudringen, ist
in solchem Grade anerkannt, dass in allen Lindern namhafte
Ménner aufgestanden sind, um deren Aufnahme in den Rah-
men der Schulpensen zu verlangen. In dem gelehrten
und théitigen Deutschland ins Besondere werden immer neue
Biicher veroffentlicht, welche die projectivische Geometrie
bald allein, bald mit der gewdhnlichen Geometrie, in immer
einfacherem Kleide und auch dem weniger Begabten zuging-
lich machen. Diese fiir Gymnasien und Realschulen bestimin-
ten Blicher zeigen, dass die Neuere Geometrie jeden Tag
mehr in den Unterricht der Mittelschulen eindringt. Werke
derselben Art, aber mit unbestimmterem Zwecke, werden
auch in England und Frankreich publicirt.

Dieses Lehrgebdude, dessen Anfangsgriinde wir ausein-
ander setzen wollen, hat verschiedene Namen erhalten. Ich
will es nicht ,Hohere Geometrie“ heissen, denn das, was
einst ,hoher“ hiess, ist heute hochst elementar, und auch
nicht ,Neuere Geometrie“, welcher Name nur einen rela-
tiven Begriff ausdriickt; wenn {brigens auch die Methoden
als moderne angesehen werden konnen, so ist doch der Stoff
grosstentheils ein alter. Der Titel ,Geometrie der Lage®,
im Sinne Staudt’s *), scheint mir ebensowenig der richtige zu
sein, weil er die Betrachtung der metrischen Eigenschaften
der Figuren ausschiiesst. Ich habe den Titel ,Projectivische

#) Gleichbedeutend mit demjenigen von Descriptive Geometry von
Cayley (Sixth Memoir upon quantics in den Philosophical Transactions
of the Royal Society of London, 1839, S, 90). ,Géométrie de position
in dem Sinne von Carnot entspricht einer Auffassung, die ganz von der-
jenigen verschieden ist, welche ich mit dem Titel meines Buches aus-
driicken wollte. Ich beriihre nur andere Namen, wie ,Gcométrie se-
gmentaire® und ,Organische Geometrie“, welche nach meiner Ansicht allzun
speciellen Begriffen entsprechen. Dagegen umfasst die Benennung , Geo-
metria derivata® von Bellavitis ein grosseres Feld als die meinige.
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Geometrie“ gewihlt *), welcher die wahre Natur der Methoden
ausdriickt, die wesentlich auf der centralen oder perspectivi-
schen Projection beruhen. Ich bin in meiner Wahl dadurch
bestdarkt worden, dass der grosse Poncelet, der Haupt-
schopfer der neueren Methoden, sein unsterbliches Buch mit
,Traité des propriétés projectives des figures“ (1822) be-
titelt hat.

Die Nomenclatur, die ich im Texte angewandt habe, ist
dieselbe, welche ich seit vielen Jahren in meinen Schriften
und offentlichen Vorlesungen gebrauche. KEs ist nicht die-
jenige einer besonderen Schule; der eine Ausdruck rithirt von
Steiner, der andere von Poncelet oder Chasles; ich habe
mich bemiiht, diejenigen zu wihlen, welche den Begriffen
selbst am besten entsprechen und welche sieh am leichtesten
in unsere Sprache tibertragen liessen; ich habe im Uebrigen
Benennungen gewissenhaft respectirt, die von den Schrift-
stellern allgemein gebraucht werden.

In der Entwicklung der Materie habe ich mich nicht
darauf beschrinkt, dem einen oder andern Verfasser aus-
schliesslich zu folgen, vielmehr entlehnte ich Allen gerade so
viel, als mir zu meinem Zwecke dienlich schien, welcher der
ist, ein durchaus elementares und technisches Buch zu schrei-
ben, das auch denjenigen zugdnglich ist, die keine anderen
mathematischen Vorkenntnisse besitzen als die ersten Elemente
der gewdhnlichen Geometrie. Ich hitte, wie Staudt, alle
Vorbegriffe tibergehen konnen; in diesem Falle wire aber
meine Arbeit zu breit geworden, um sie Schiilern technischer
Anstalten zu widmen, die doch in den vorhergehenden Cursen
die gewohnlichen Elemente der Mathematik verarbeitet haben.
Man bedarf nicht der ganzen traditionellen Geometrie, um
dieses Buch verstehen zu konnen: es geniigt, die Fundamen-
tal-Sitze iiber den Kreis und die Aehnlichkeit der Dreiecke
zu kennen.

*) Siehe Klein, Ueber die sogenannte Nicht-Euclidische Geometrie
(Gottinger Nachrichten, 30. August 1871).
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Ich habe gesagt, das Buch soll einen technischen Cha-
rakter haben, es soll die Schiiler rasch dazu beféhigen, die
theoretischen Kenntnisse auf die Zeichnung anzuwenden. Aus
diesem Grunde habe ich den graphischen Kigenschaften
vor den metrischen den Vorzug gegeben; ich habe mich
darum mehr an die Methode der Geometrie der Lage von
Staudt als an diejenige der Géométrie supérieure von
Chasles angelehnt *); ich wollte indessen die metrischen
Figenschaften nicht ganz unberiihrt lassen, weil ein solcher
Vorgang andere praktische Zwecke des Unterrichtes ge-
schidigt hitte *1). Ich habe also den wichtigen Begriff des
Doppel-Verhédltnisses in mein Buch eingefithrt, wo-
durch es mir moglich geworden, gestiitzt auf die oben ange-
fithrten wenigen Sétze der gewdhnlichen Geometrie, die niitz-
lichsten metrischen Eigenschaften, die den projectivischen
Figuren angehoren oder innig mit ihnen verkniipft sind, zu
behandeln.

Ich habe mich der Centralprojection bedient, um den
Begriff der unendlich fernen Elemente aufzustellen und,
dem Beispiele Steiner’s und Staudt’s folgend, das Gesetz
der Dualitdt an den Anfang des Buches gestellt, weil es
eine logische Thatsache ist, die sich unmittelbar und selb-
stindig aus der Moglichkeit ergibt, mit dem Punkt “oder der
Ebene als Element den Raum zu construiren. Die Sétze und
Beweise, die sich vermoge dieses Gesetzes paarweise ent-
sprechen, habe ich oft in Doppelcolonnen gebracht; bisweilen
aber habe ich auch diese Anordnung verlassen, um den Schii-
lern Gelegenheit zu geben, sich in der Ableitung correlativer
Satze zu tben. Professor Reye bemerkt mit Recht in der
Vorrede seines Buches, ,es bietet die Geometrie Nichts, was
Sfir den Anfinger so anregend wire, ihn so zum Selbst-

*) Vgl. Reye, Geometrie der Lage (Hannover, 1866), S. XI der
Vorrede. Von diesem vortrefflichen Werke erschien die zweite Auflage
(18'77—1880).

#1) Vgl. Zech, die hohere Geometrie in ihrer Anwendung auf Kegel-
schnitte und Fldchen zweiter Ordnung (Stuttgart, 1857), Vorwort.
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,schaffen anspornte, wie das Gesetz der Reciprocitit; und je
,friiher er damit bekannt gemacht wird, desto besser.®

Die Anordnung des Stoffes, die ich vorgezogen habe, ist
eine von den zahlreichen flir den Schulgebrauch erdachten;
doch hoffe ich auch fiir Diejenigen geschrieben zu haben, die
es vorziehen, einen anderen Lehrgang einzuschlagen. Ich
werde einige Beispiele geben. Schon von Anfang an wechsle
ich zwischen den Lehrsiitzen der ebenen Geometrie und der
Raumgeometrie ab, weil mich die Erfahrung gelehrt hat, und
Andere haben vor mir das gleiche bemerkt, dass die Betrach-
tungen im Raume sehr oft das Mittel an die Hand geben,
solche Partien leicht und anschaulich zu machen, die mit
blosser Hiilfe der ebenen Geometrie complicirt und schwierig
darzulegen sind; zudem {iben sie den Geist und fordern die
Entwicklung der geometrischen Vorstellungskraft, die fiir den
Techniker von so hoher Bedeutung ist, indem er sich die
Figuren im Raume ohne Zeichnung und ohne Modell vorzu-
stellen hat; der Lehrer kann es auch fiir passend erachten,
sich wenigstens in den Anfingen, in der ebenen Geometrie
allein zu bewegen: er wird in diesem Falle ohne irgend welche
Nachtheile einige Nummern des Buches *) tibergehen konnen
und sie spdter vortragen. Ich definire die Kegelschnitte als
Projectionen des Kreises und tibertrage, nachdem ich fiir diese
Curve zwei Fundamentalsitze *1) bewiesen habe, diese Sitze
auf die Kegelschnitte; dann entwickle ich an diesen die ganze
Theorie der ein- und umschriebenen Polygone, diejenige der
Pole und Polaren, ohne mich weiter mit dem speciellen Fall
des Kreises zu beschéftigen. Man konnte auch aus diesen
beiden Hauptsitzen fiir den Kreis die Lehrsitze des Pascal,
des Brianchon und des Desargues, sowie die Theorie der
Pole ableiten und nachher das Ganze mit Hiilfe der Projection
oder der Collineation auf die Kegelschnitte anwenden. Is
ist kaum nothwendig, sich weiter iiber diesen Gegenstand
zu verbreiten. Ist einmal der Stoff vollkommen beherrscht,

*) Nr. 19, 20, 28, 29, 31, 32, 41, 42.
#1y Nr, 108, 110.
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so wird jeder Lehrer selbst sehen, welche Vertheilung ihm
am besten zusagt; er wird auch von Jahr zu Jahr, je nach
den Resultaten seiner eigenen Erfahrung, mehr das Wesent-
liche von dem Unwesentlichen trennen.

In einem Unterrichtscursus sind nicht alle Nummern
meines Buches gleich wichtig und nothwendig. Der weise
Lehrer wird leicht inne werden, dass die Zahl der Funda-
mentalsitze eine sehr geringe ist und dass diese allein dem
Gedéchtniss einzuprdgen sind; alles Andere sind Folgerungen,
besondere Félle und Uebungen. Von diesen Letzteren hat
man eine grosse Auswahl; die einen konnen in der Schule
behandelt werden, die andern zu Hause; es wird nothwendig
sein, und das ist hier das Wichtigste, dass die Schiiler tég-
lich selbst Ableitungen und Losungen finden, dass sie sich
nicht auf die passive Rolle, die von dem Lehrer vorgetragenen
Dinge anzuhéren und zu wiederholen, beschrénken, sondern
dass sie zur Erdrterung neuer Dinge selbst thitig zu sein,
angespornt werden. In dieser und keiner anderen Weise
wird es gelingen, in ihnen die Liebe zum Studium anzu-
fachen, und sie dahin zu fithren, dass sie die so fruchtbaren
Theorien der projectivischen Geometrie vollstindig behery-
schen. Endlich ist noch dariiber zu wachen, dass die theo-
retischen Schliisse, die an den Beweisen von Lehrsitzen und
der Ableitung von Folgerungen gemacht werden, stets von der
graphischen Ausfithrung der Auflésung von Aufgaben begleitet
sei. Man kann hier wiederholen, was Monge fiir die dar-
stellende Geometrie empfohlen hat *).

Das Meiste verdanke ich den epochemachenden Werken
von Poncelet, Steiner, Chasles und Staudt™); denn

*) Es ist nothwendig (fiir den Unterricht in darstellender Geometrie),
dass das Anhoren der Methoden von der Praxis und der Ausfithrung be-
gleitet sei; so sollen sich die Schiiler in den graphischen Constructionen
iiben... (Programme de la Géométrie descriptive).

*1) Poncelet, Traité des propriétés projectives des figures (Paris,
1822). — Steiner, Systematische Entwicklung der Abhéngigkeit geome-
trischer Gestalten von einander, etc. (Berlin, 1832). Gesamm, Werke,
I. Bd., S5.228—460 (Berlin, 1881). — Chasles, Traité de Géométrie su-
.périeure (Paris, 1852); Traité des sections coniques (Paris, 1865). —



Vorwort des Verfassers, X1

wer sich der Geometrie widmet, wird stets seine ersten Stu-
dien in diesen Werken machen; ihnen habe ich auch ausser
dem Wesen der Methoden die Beweise vieler Lehrsidtze und
die Auflosungen der Aufgaben entnommen. Neben diesen
Werken habe ich diejenigen von Apollonius, Pappus, De-
sargues, de la Hire, Newton, Maclaurin, Lambert,
Carnot, Brianchon, Mobius, Bellavitis,... und. die
~Neueren von Zech, Gaskin, Witzschell, Townsend,
Reye, Poudra, Fiedler... zu Rathe gezogen.

Um die Schwierigkeiten meines Unternehmens nicht noch
ordsser zu machen als sie schon sind, habe ich mich der Ver-
bindlichkeit enthoben, bestindig die Quellen, deren ich mich
bediente, oder die ersten und eigentlichen Verfasser und Ir-
finder der verschiedenen Sitze oder Theorien, anzufithren. Man
moge mich darum entschuldigen, wenn die angefithrte Quelle
nicht immer die erste ist *), oder wenn das eine oder andere
Citat ginzlich fehlt. Meine Citate sind nicht zahlreich; mein
Hauptzweck dabei war immer der, die jungen Leute mit den
Namen der grossen Geometer und den Titeln ihrer classisch
gewordenen Werke bekannt zu machen. Indem ich gewissen
Hauptsitzen die berithmten Namen von Euclid, Apollonius,
Pappus, Desargues, Pascal, Newton, Carnot... bei-
fiigte, wollte ich das Gedéchtniss unterstiitzen, die Dinge
selbst fest zu halten und jene wissenschaftliche Neugierde an-
regen, die so sehr dazu beitrdigt, unsere Kenntnisse zu er-
weitern *1).

Staudt, Geometrie der Lage (Niirnberg, 1847), Ich iibergehe stillschwei-
gend andere Schriften dieser grossen Meister, sowie die Werke des be-
rithmten Pliicker und anderer Geometer (Seydewitz, Gopel, Weis-
senborn, de Jonquiéres, Hesse, Paulus, Schroter, Geiser...),
weil ich bei der Abfassung dieses Buches nicht Veranlassung fand, aus
ihnen zu schopfen.

*) Von den genannten Autoren citire ich fast immer die allgemein
bekannten Abhandlungen, obschon ihre Entdeckungen bisweilen anderen
Orts verdffentlicht wurden. Die Arbeiten von Chasles z. B. iiber die
Theorie der Kegelschnitte gehen zum grossen Theil dem Jahr 1830
voran; diejenigen von Staudt datiren von 1831 ete.

#1) Ich habe oft die ,Elemente der Mathematik“ von Baltzer citirt,
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Die gemachten Citate haben noch den weiteren Zweck,
die TFurcht derjenigen zu beschwichtigen, welche bei dem
blossen Namen der projectivischen Geometrie schon in Auf-
regung gerathen, als ob es sich um neue Dinge handelte, die
von bizarren Kopfen erfunden worden sind. Ich wollte sie
iiberzeugen, dass die meisten dieser Dinge ein ehrwiirdiges
Alter besitzen, von den Geistern der bertthmtesten Denker
gereift und seither auf jene ausserordentliche Einfachheit ge-
bracht worden sind, welche Gergonne als das Zeichen der
Vollkommenheit fiir eine wissenschaftliche Theorie betrach-
tete *). In meiner Analyse werde ich in der Reihenfolge des
in dem Buch enthaltenen Stoffes fortschreiten.

Den Begriff der unendlich fernen Elemente
verdanken wir dem beriihmten Desargues, der vor
mehr als zweihundert Jahren schon ausdriicklich parallele
Gerade als solche betrachtete, die in unendlicher Ferne
zusammenstossen *!) und parallele Ebenen . als solche be-
handelte, die durch eine und dieselbe unendlich ferne Ge-
rade gehen *2).

Derselbe Begriff wurde von Poncelet beleuchtet, der
als Folge aus den Postulaten der Geometrie von Euclid zu
dem Schlusse kam, dass die unendlich fernen Punkte des

Raumes als ein und derselben Ebene angehorend betrachtet
werden miissen *%),

doch mnicht als Originalquelle, sondern mit der Absicht, in dem Studi-
renden den Wunsch zu wecken, dieses vorziigliche Lehrbuch durchzu-
studiren.

*) » ... Man kann sich nicht rithmen, das letzte Wort einer Theorie
gesprochen zu haben, so lange man sie nicht mit wenig Worten einem
Voriibergehenden auf der Strasse erkliren kann.® (Chasles, Apercu
historique, S. 115).

*1) Oeuvres de Desargues, réunies et analysées par M. Poudra
(Paris, 1864), t. I: Brouillon-projet d’une atteinte aux événements des
rencontres d'un cone avec un plan (1639), S. 104, 105 et 205.

*2) Loc. cit., S. 105—106.

*8) Traité des propriétés projectives des figures (Paris, 1822, Nr. 96
et 580).
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Desargues *) und Newton *1) haben die Asymptoten
der Hyperbel als Tangenten angesehen, deren Bertihrungs-
punkte unendlich fern sind.

Die Collineation ebener Figuren wird in einigen &l-
teren Werken iiber Perspective, zum Beispiel in Lambert *%)
oder sogar in Desargues *3) gefunden, welcher den Lehrsatz
iiber perspectivische oder collineare Dreiecke und Vierecke
ausgesprochen und bewiesen hat; der Lehrsatz liber die Drei-
ecke (Nr. 14) fallt ibrigens dem Inhalte nach mit einem be-
rithmten Porisma Euclids (Nr. 88) zusammen, das von Pap-
pus *4) iibertragen wurde. Die Collineation der rdumlichen
Figuren wurde (unter dem Namen Homologie) zum ersten-
mal von Poncelet *3) betrachtet.

Das Gesetz der Dualitit wurde von Gergonne *%) als
absolutes Princip ausgesprochen; wir verdanken es Ponce-
let *7) als Folge der Polarentheorie (principe de véciprocité
polaire).

Die geometrischen Gebilde (Punkte einer Geraden, Strah-
lenbiischel) findet man, die Namen ausgenommen, in Desar-
gues und den spiteren Geometern. Steiner hat sie aus-
driicklich definirt *8).

Carnot *%) hat das vollstédndige Vierseit betrachtet,
Steiner *1%) hat dessen Begriff auf alle Polygone und die
rdumlichen Figuren ausgedehnt.

Die harmonische Theilung war den Geometern des ent-

*) Loec. «it,, S. 210.

#1) Philosophiae naturalis principia mathematica (1686), Buch I,
Satz 27, scol,

#2) Frele Perspective, 2te Aufl. (Ztirich, 1774).

#3) Loc. cit., S. 413 bis 416.

#4) Chasles, Les trois livres des porismes d’Euclide, ete. (Parie,
1860), S. 102.

#5) Loc. cit., S. 369 u. folg.

#6) Annales de Mathématiques, t. XVI (Montpellier, 1826), S. 209.

#1) Annales de Mathématiques, t. VIII (Montpellier, 1818), S. 201.

#t) Systematische Entwickelung, S. XIII—XIV, Ges. Werke, 8. 237.

#9) De la correlation des figures de Géométrie (Paris, 1801), S. 122

*10) Loc. cit., S. 72 und 235, § 19, 55.
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ferntesten Alterthums bekannt; man findet die Fundamental-
Figenschaften derselben z. B. in Apollonius *); de la
Hire *!) gibt die Construction des vierten Elementes einer
harmonischen Gruppe mit Hiilfe der Figenschaft des Vierseits,
d. h. mit der ausschliesslichen Verwendung des Lineals.

Seit 1832 hat Steiner die Constructionen der pro-
jectivischen Gebilde gelehrt #*?). Die vollstindige Theorie
der Doppelverhdltnisse verdanken wir Mobius ™), aber
schon Euclid, Pappus ™), Desargues ™), Brian-
chon *%) hatten den Fundamentalsatz (Nr. 54) derselben be-
wiesen.

Desargues *7) ist der Schopfer der Involutionstheo-
rie; von welcher einige besondere Félle schon den griechi-
schen Geometern bekannt waren *%).

Die Erzeugung der Kegelschnitte mit Hiilfe projectivischer
Gebilde wurde vor vierzig Jahren durch Steiner und Chasles
auseinander gesetzt; sie beruht auf zwei Fundamental-
siatzen (Nr. 113, 114), aus welchen die ganze Lehre von diesen
so wichtigen Curven abgeleitet wird. Dieselbe Erzeugung ent-
hilt die organische Beschreibung von Newton *9) und ver-
schiedene Lehrsitze von Maclaurin.

Im Alter von sechzehn Jahren (1640) hat Pascal den
berithmten Lehrsatz von dem mystischen Sechseck *1%) ge-
funden, und im Jahr 1806 fand Brianchon den reciproken
Satz von dem Sechseck mit Hiilfe der Poltheorie (Nr, 117).

*) Conicorum, lib. I, 34, 36, 37, 38,

#1) Sectiones conicae (Parisiis, 1685), I, 20.

#2) Loc. cit., S. 91, § 4.

#3) Der barycentrische Calcul (Leipzig, 1827), Cap. V.

*1) Collectiones mathematicae, VII, 129.

#3) Loe. cit., 8. 425.

#6) Mémoire sur les lignes du second ordre (Paris, 1817), 5. 7.

*7) Loe. cit., S. 119, 147, 171, 176.

*8) Pappus, Collectiones mathematicae, lib. VII, S. 37—56, 127,
128, 130—133.

#9) Loec. cit., Buch I, Lemma 21. _

10%y Briefe von Leibnitz an M, Périer in den Werken von B. Pas-
cal (Ausg. Bossut, Bd. V, S. 459).
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Die Eigenschaften des von vier Tangenten gebildeten
Vierseits und der Vierecke der Berithrungspunkte finden sich
in dem lateinischen Anhang (De linearum geometricarum pro-
prietatibus tractatus) zu der englischen Ausgabe (l.ondon,
1748) der (nach dem Tode publicirten) Algebra von Mac-
laurin, welcher daraus in mehreren Féllen, wo fiinf Ele-
mente (Punkte oder Tangenten) gegeben sind, die Construction
eines Kegelschnittes vermittelst Punkte oder Tangenten ab-
geleitet hatte. Alle moglichen Félle wurden spéter von
Brianchon aufgeldst.

Der Gedanke, zwei projectivische Punktreihen auf dem-
selben Kegelschnitt zu betrachten, ist in dem Saggio von
Bellavitis (S. 270, Anmerk.) ausdriicklich auseinandergesetzt.

Einen beriihmten Lehrsatz (Nr. 246) iber die Segmente,
welche ein Kegelschnitt auf den Seiten eines Dreiecks be-
stimmt, verdanken wir Carnot *). Gewisse besondere Fille
kannte man schon lange vorher *1).

In der Freien Perspective von Lambert trifft man
hiibsche Constructionen, um einige Aufgaben des ersten und
zweiten Grades mit Hiilfe des Lineals zu losen, wobei jedoch
gewisse Elemente als gegeben vorausgesetzt werden; aber die
Moglichkeit, alle Aufgaben des zweiten Grades mit Hiilfe des
Lineals und eines festen Kreises zu 16sen, wurde von Pon-
celet beleuchtet; spdter hat Steiner in einem kostlichen
Biichlein die wirkliche Ausfiithrung gezeigt (Nr. 184).

Die Theorie der Pole und Polaren war schon unter ver-
schiedenen Namen in den angefithrten Werken von Desar-
gues *?) und de la Hire *3) enthalten; sie ist von Monge *),
Brianchon *) und Poncelet ausgebildet worden. Letzterer

*) Géométrie de position (Paris, 1803), Nr. 379.

#1) Apollonius, Conicorum, lib. III, S. 16—23. — Desargues,
loc. cit,, 8. 202. — De la Hire, loc. cit., Bd, V, 8. 10, 12. — New-
ton, Enumeratio linearum tertii ordinis (London, 1706), S. 4.

*2) Loc. cit., S. 164, 186, 190 u. folg.

#3) Loe. eit., I, 21—28; II, 23—30.

#4) Géométrie descriptive (Paris, 1795), Nr. 40.

#3) Journal de 1'Ecole Polytechnique, cahier XIIT (Paris, 1806).



XVI Vorwort des Verfassers.

hat daraus die Theorie der reciprok-polaren Figuren gezogen,
welche in Wirklichkeit nichts anderes ist als das Dualitéts-
gesetz, das von ihm Princip der polaren Reciprocitit
genannt wurde.

Die wichtigsten Eigenschaften der conjugirten Durchmesser
endlich sind von Apollonius in den Biichern II und VII
seines Werkes ,,Conicorum® auseinander gesetzt worden.

Diejenigen, welche eine weitere und genauere Kenntniss
von dem Fortschritte der Geometrie von ihren Anfingen bis
1830 (was fiir den Stoff dieses Buches gentigt) erlangen wol-
len, haben nur das classische Werk Apercu historique
von Chasles zu lesen.

Mailand, November 1872,

Der Verfasser.



Vorwort des Uebersetzers.

Die vorliegende deutsche Ausgabe ist in der Hauptsache
eine Uebersetzung des italienischen Originals. Die freundliche
Bereitwilligkeit, mit welcher mir Herr Professor Cremona
erlaubte, eine deutsche Ausgabe zu veranstalten, erstreckte
derselbe jedoch auch dahin, diejenigen Verinderungen anzu-
bringen, welche ihm am dringendsten nothwendig erschienen;
sie betreffen die §§ 2 und 3 iiber ,Perspectivische Figuren“
und ,Collineation® nebst vielen weniger wesentlichen Ab-
dnderungen in andern Paragraphen. Ferner sind auf seine
Anregung hin zu den wichtigen Sétzen der Nummer 114
die Chasles’schen Beweise durch diejenigen von Herrn De-
wulf ersetzt worden.

Das italienische Original ist in erster Linie fiir die tech-
nischen Hochschulen des Konigreichs Italien bestimmt; die
graphische Methode aber, deren sich der Herr Verfasser in
seiner bekannten, meisterhaften Weise bedient, wird dem

Werkchen ohne Zweifel auch in deutschen Anstalten Freunde
verschaffen.

Winterthur, August 1882.

Fr. R. Trautvetter.



