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La condizione perché la curva (1) passi pel punto a,a, é:

® 2= )

ed analogamente:

\ k;
® 2 (75 — o) (75 —ot3) =0

& la condizione del passaggio pel punto a,a;. Se ora si sommano le (2), (3), moltiplicate
rispettivamente per o, — o, 0; — o, si ottiene:

. 2 _
©)] Z( P 0

T — ) (

che ¢ la condizione onde la stessa curva (1) passi pel punto a,0;. Dunque:

Se la curva (1) passa per due vertict di un triangolo circoseritto alla conica data, passa
anche pel terzo vertice.

Nella curva (1) si possono cosi inscrivere infiniti moltilaters completi (di 3, 4,...n 41

lati) circoseritti alla conica data. Se la curva (1) vuolsi far passare per tutti gli %'r(r--~ 1)

vertici d’un cosifatto r-latero, i coefficienti k¥ dovranno soddisfare a sole # — 1 condi-
zioni lineari.

Al teorema si potrebbero dare altri enunciati, supponendo che le z siano funzioni
(omogenee intere) di un dato grado nelle coordinate.

2. Un teorema analogo ha luogo nello spazio.

Siano ¢, ==0,%,=0,...%,.,=0 le equazioni di » 4 2 piani osculatori di una data
cubica gobba. L’equazione:

N k?'s —
®) 2 ity 0
(dove 7, s sono eguali a due numeri differenti della serie 1,2,...,n 4 2) rappresenta,
qualunque siano le costanti k, una superficie di ordine » passante per gli (n + 2;(—7&;'- DL

vertici del poliedro completo formato da quei piani.

Supposto ¢ = x, 4+ 3 ca, + 322, + P x,, dove le z sono coordinate quadriplanari e
t & il parametro variabile da uno ad altro piano osculatore della cubica, siano oy, o, o, o,
i valori di © per altri quattro piani osculatori della stessa curva gobba:

LL1=O, a/2=0, a3=0, ‘a4=0-

La condizione perché la superficie (5) passi pel punto a,a.a; é:
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e due altre analoghe equazioni di condizione si avrebbero pel passaggio della superficie
(5) pei punti a,a,a,, @,as0,. Se ora si sommano le tre equazioni di condizione, ordinata-
mente moltiplicate per:

=0

(ot — at3) (00, — 1) (00 — t3),
(o — atg) (o0 — tg) (01 — at,),

(o5 — 0tg) (ot — at) (o1 — 1),
si ottiene la:
3 k..
(t, — o) (1, — o) (T, — o) (T, — a) (t, — 05 ) (T, — o)

che & la condizione onde la superficie (5) passi pel punto a,a,0,. Dunque:

Se la superficie (5) passa per tre verlici di un tetraedro circoscritlo alla data cubica gobba
essa passa ancora pel quarto vertice.

Uno qualunque dei piani osculatori della cubica gobba taglia la sviluppabile oscula-
trice di questa secondo una conica e la superficie (5) secondo una curva d’ordine »; ogni
r-latero completo inscritto in questa curva e eircoscritto alla conica & la sezione di un
poliedro completo inscritto nella superficie (5) e formato da r 4 1 piani osculatori della
cubica gobba.

3. Tl teorema sussiste per un numero qualunque m di variabili, e la dimostrazione
analitica del medesimo si fonda sulle notissime proprieta del determinante che esprime
il prodotto di tutte le differenze di quantitd date. Si ha cosi I’enunciato:

Se in uno spazio di m dimensioni si ha un sistema semplicemente infinito di piani:

t=ayFrta,+°0+...+2,=0
di gencre zero e classe m, e se la superficie d’ordine n:

krl Taeea Py
it =0

1 trz by,

=0,

(dove 7\, 7, ... 7,—y SONO m — 1 numeri differenti della serie 1, 2,...n - m—1), la quale
contiene tutti i vertici, in numero:

m+m—Ln+m—2).,.n
1.2...m ’

del poliedro completo le cui facce sono gli #n + m — 1 piani:
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6==0,6,=0,...04,,.=0

del sistema, passa inoltre per m vertici del poliedro formato da altri m -+ 1 piani del me-
desimo sistema, essa passerd eziandio per 1’(m 4 1)-esimo vertice.

4, Come il signor DaArRBOUX ha mostrato potersi individuare un punto qualunque
di un piano mediante due tangenti di una conica fissa, cosi nello spazio a tre dimensioni
un punto & individuato da tre piani osculatori di una data cubica gobba K. Rappresen-
tata questa colle equazioni:

ziy:z:w=0":30":3w:1
e detti o, , w, i parametri de’ piani osculatori concorrenti nel punto x ¥ z w, il passag-
gio dalle coordinate ordinarie zyzw alle nuove o, w, w, si effettuerds mediante le for-
mole:
BiYIZiW= 0 005 00+ 030 4 © 00 4 0,4 w21

ossia le o, 0, »; saranno le radici dell’equazione di 3.0 grado:
wel—zeo®+yo—r=0 [108]

Sull’'uso di queste coordinate ®, w, w, si possono fondare considerazioni analoghe a
quelle che il signor DARBoOUX ha svolto per le curve piane.

Un’equazione f(w, o, w;) = 0 rappresenta una superficie luogo del punto comune a
tre piani osculatori di K, i cui parametri w soddisfacciano 1’equazione proposta. Detti
ny, My, My 1 gradi dell’equazione separatamente in o, w,, w;, 'ordine della superficie &
ny, + n, + 1y [19°], oppure n, + %, [119], oppure n, secondoché ’equazione & dissimmetrica
rispetto alle tre w, oppure rispetto a due di esse, oppure simmetrica rispetto a tutte e tre.

5. Ritenuto per o il significato precedente, siano X, A, due altri parametri arbi-
trari. L’equazione f (A, X, w) = 0, che supporremo essere del grado » nel parametro o,
si pud considerare come rappresentante la superficie luogo de’ punti di concorso di tutte
le terne di piani osculatori di K soddisfacienti all’equazione medesima. L’equazione in
o, 0, 0; della superficie si otterra eliminando A, )\, fra le:

f()\l ko) =0, f()\l kg ‘”2) =0, f()q e (03) = 0.

Ad ogni coppia di valori di A, ), corrispondono # valori di  epperd n(n—1) (n—2):6
punti della superficie. Per ottenere ’ordine di questa, si cerchi in quanti punti essa sia
incontrata dalla retta comune a due piani ® = a, ® = b, osculatori di K. Se le equazioni:

f(M A a) =0, fm A 0) =0,

risolute rispetto a A\, A;, danno N soluzioni dipendenti da a, b, per ciascuna di esse 1’equa-
zione (A A, ©) = 0 dard » — 2 valori di o, oltre «, b. Dunque la coppia @b fa parte di
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N(n — 2) terne di piani, ossia la retta ab incontra la superficie in N(n — 2) punti.
6. Se N =1, la superficie & il luogo dei vertici di una serie (doppiamente infinita)
di poliedri circoseritti a K, che corrispondono univocamente ai punti di un piano. Tre
poliedri siffatti determinano la superficie. Ossia: ¢ vertict di tre poliedri completi, ctascuno
det quali sia formato da n piani osculatori d’una cubica gobba data, giacciono sempre in una
superficie d’ordine n — 2, che contiene 1 vertici d’infiniti ( 00®) altri poliedri analoghs.
Questa proprietd combinata col teorema del n. 2 mostra che il passaggio di una su-
perficie d’ordine n — 2 pei vertiei di tre » — edri circoseritti a K corrisponde ordinata-
mente ad
n(n—1)(n—2) (n—1)(n—2)
2.3 ’ 2 ’

n—2

condizioni: i quali tre numeri danno appunto la somma

(mn—1)nmn+1) 1
2.3
che & il numero delle condizioni semplici che determinano una superficie d’ordine » — 2.
In altri termini: per individuare la superficie, la si fara passare dapprima per tutti i ver-
tici del primo poliedro, poi pei vertici contenuti in una faccia del secondo, da ultimo pei
vertici situati in uno spigolo del terzo.
7. Se N & qualunque ed » = 3, I’equazione f(A A, ) =0 ha la forma

A—3Bo+3Ce*—Do*=0,

dove A, B, C, D sono funzioni di A, A,. Ad ogni coppia di valori di A, A, corrisponde una
terna di piani osculatori di K concorrenti nel punto:

z:y:z:w=A:B:C:D,
il luogo del quale & conseguentemente una superficie rappresentabile, punto per punto,
sul piano.

8. Data un’equazione f(A w)=0 tra due soli parametri, essa pud considerarsi
come rappresentante una curva, l'ordine della quale ¢ m (n —1)(n —2):2, se f & di
grado m in \ e di grado » in w: il che risulta dal cercare le intersezioni con un piano o = a.

Se m =1, si ha una curva d’ordine (n — 1) (n—2):2, luogo dei vertici d’infiniti
poliedri di » facce, corrispondenti ai punti d’una retta. Due poliedri siffatti determinano
la curva. Ossia: i vertici di due poliedri completi, ciascuno de’ quali sia formato da n
piani osculatori di una data cubica gobba, sono situati in una curva gobba d’ordine
(n—1) (n—2): 2 che passa pei vertici d’infiniti altri poliedri analoghi.

Per m qualunque ed » = 3 si hanno tre piani osculatori di K concorrenti in un punto
che ha per luogo una curva razionale.
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QUESTION 556. [111]

Nouwelle correspondance mathématique (Bruxelles), Tome sixidme (1880), pp. 554-555.

Siz points, a,, @y, . .. a, sont donnés, arbitrairement, dans un plan. Démontrer qu’ il
existe un systéme linéaire, triplement infini, de courbes du siziéme ordre, K, douées des pro-
priéiés suitvantes:

1.0 Les points a sont des points doubles pour toutes les courbes K;

2.0 Les tangentes aux courbes K, en un méme point a, forment une snvolution ;

8.0 Chacune des quinze drotles a\a,, . .., et chacune des ST cONIqUES 00,030, 0s,. ..,
est rencontrée, par les courbes K, en couples de points en vnvolution.

En considérant les six points donnés comme étant les points fondamentaux de la
représentation plane, point & point, d’une surface générale Fy, du troisiéme ordre, dont les
vingt-sept droites 7 auront par conséquent leurs images dans les six points a, @,,...,
les quinze droites @@, aa;,... et les six coniques a,a,0,0.05,...; toute courbe du
sixidme ordre, ayant six points doubles aux points donnés, sera I'image de I’intersec-
tion de I, avec une surface du second ordre. Cela prémis, le théoréme proposé se tran-
sforme dans le suivant:

Il y a un systéme linéaire, triplement infini, de surfaces du second ordre, qui est rencon-
tré par chacune des 27 drotles r de T, dans des couples de points conjugués en involution.

Or, le systéme des surfaces polaires des points de l'espace, par rapport & Fy, jouit
précisément d’une telle propriété. En effet, si

(A)=0, (B)=0, (C)=0, (D)=0

sont les équations des polaires de quatre points arbitraires A, B, C, D, non situés dans
un méme plan; ’équation

M a(8)+BB)+1(C)+8(D)=0

représente la polaire d’un point quelconque de I’espace. Supposons que A et B soient
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deux points de la droite » de F., dont les équations soient z = 0, y = 0. Alors Phypo-
thése z = y = 0 réduira ’équation (1) & la suivante:
@) 1(C)+é(D)=0.

Ainsi, les intersections de 7, par toutes les surfaces du systéme triplement infini (1),

coincident avec les intersections par les surfaces du faisceau (2); par conséquent, elles
sont en involution.
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SOPRA UNA CERTA SUPERFICIE DI QUART’ ORDINE.

In Memoriam DomiNICt CHELINI, Collectanea mathematica, Milano, U. HogprLi, MDCCCLXXXI, pp. 413-424.

1. Due fasci projettivi di superficie di 2.° grado

S;+ A8, =0
(1) e
S;+A8,=0
generano, com’e noto, la superficie di 4.° ordine
(2) Sls,;""SzSg=O
la quale pud anche essere generata mediante i due fasci projettivi
S S; =0
(3) S -
S+ 1S, =0.

Ne segue che sulla superficie (2) sono tracciate due serie (semplicemente infinite)
di curve generatrici, le quali, in generale, sono di 4.° ordine e 1.2 specie. Una generatrice
qualunque della prima serie & rappresentata dalle equazioni (1), una qualunque della
seconda dalle (3). v

2. Suppongasi ora che tutte le superficie di 2.° grado S abbiano un punto comune
O ed in esso siano toccate da uno stesso piano % == 0. Ossia, indicate con z,y, 2, w le
coordinate omogenee di un punto nello spazio, e supposto che le prime tre siano nulle
per O, si ponga
S,=k,wz+ K,

dove & & una costante e K & un polinomio omogeneo di 2.° grado in z, 7, 2.

Allora la (2) diviene

(kl k4 - kg k3) w‘z x2 "l" (kl K4 —I— k4 Kl - kg K3 - k3 Kg) wx
+ K1K4_K2K3=0
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equazione che scriveremo brevemente cosi:
© F=0

e che rappresenta una superficie di 4.° ordine, avente O per punto doppio uniplanare e
tale che ivi la superficie tocea sé medesimas: ossia, ogni piano condotto per O sega la su-
perficie secondo una curva che in O ha due punti doppi infinitamente vicini. Il piano
tangente singolare z = 0 taglia la superficie secondo quattro rette incrociate in O:
onde O assorbe quattro intersezioni della superficie con qualunque linea passante sem-
plicemente per O ed ivi toccante il suddetto piano z = 0.

3. In generale una superficie di 4.° ordine dotata di questa singolaritd in O ha

per equazione
®) hw*a* +uwz+v=0

dove h & una costante ed u, » sono polinomi omogenei in z, ¥, 2, risp. del grado 2, 4.
L’equazione (5) pud essere ridotta, e in infinite maniere, alla forma (4). Infatti: si
considerino le equazioni

u=0, v=0

come rappresentanti una conica ed una curva di 4.° ordine, poste in uno stesso piano.
Presi ad arbitrio in v =0 i punti 123 45 6 7, descrivansi le coniche

Ki=0per 12345
K,=0per 12346
le quali seghino inoltre v = 0 risp. in p, ¢, v\, p. Q... Poi descrivansi le coniche
Ki=O0per dpqr, 7
K,=0per 6 p,qor, 7

le quali, com’8 notissimo, si segheranno in altri tre punti p ¢ r della curva v = 0. Eppero
questa curva sard generabile mediante i fasci projettivi di coniche

K1'+)\K2=0; K3+)\K4=0,

ossia, v & riducibile alla forma K, K, — K, K;, e ¢id in 7° maniere diverse.
Ora, le quattro coniche K determinano un sistema triplamente infinito di coniche,
rappresentate, in generale, dall’equazione

k4Kl—k3K2—‘k2K3+k1K4=0

ove le k sono patametri arbitrari. Dunque, in (7 4+ 3 — 5)* = 5* maniere diverse si pos-
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sono ridurre simultaneamente una data quartica » = 0 ed una data conica u = 0 alle
forme

KK —KK;=0
k4K1—kaKz“‘k2K3 + k1K4 = 0’

N

donde consegue cid che si & asserito per 1'equazione (5).

4, Indicando ora con F la superficie (5) di 4.° ordine, dotata del punto singolare
O (e del resto priva d’altri punti multipli e di linee multiple), essa pud essere generata
mediante due fasci projettivi di superficie di 2.0 grado, tutte toccantisi fra loro nel punto
comune O. Da queste superficie nascono, per F, due serie di generatrici, che sono curve
gobbe di 4.0 ordine, tutte aventi un punto doppio in O (e le tangenti nel piano z = 0).
Due generatrici di serie diverse giaceiono in una stessa superficie di 2.0 grado e s’incon-
trano in quattro punti (diversi da O). Invece due generatrici della stessa serie non hanno
punti comuni, oltre ad O.

Poiché la superficie F possiede una serie (semplicemente infinita) di curve razionali
situate ad una ad una sulle superficie di un fascio, ne segue a dirittura, per un teorema
di NoeTHER, che F ¢ rappresentabile, punto per punto, su di un piano.

5, Dati due fasei projettivi di superficie di 2.0 grado

Ty +rk)we+ K, +AKy=0
s+ 2 k)wax+ K+ 2K, =0

che tutte si toccano in un punto comune z =y = ¢ =0, i coni (di 2. grado) che da que-
sto punto projettano le curve d’intersezione delle coppie di superficie corrispondenti for-
mano una serie rappresentata dall’equazione

(Fey + N eg) (K5 + M Ky) — (ks + M k) (K, + % Kp) = 05

la quale mostra come la serie contenga, in generale, sei coni spezzantisi in due piani;
ossia, ciascuna serie di curve razionali di 4.° ordine, col punto doppio O, esistenti sulla su-
perficie F, comprende sei curve composte di due coniche situate in piani distinti. Queste
due coniche, appartenendo ad una stessa superficie di 2.° grado, s’incontrano in O ed
in un altro punto: punto di ulteriore contatto fra due superficie corrispondenti de’ due
fasci projettivi. Siccome poi due curve della serie non hanno (oltre ad O) aleun punto
comune, cosi due coniche appartenenti a coppie diverse non s’incontrano (fuori di O).

Si hanno cosi dodici coniche di I, situate in piani differenti: i quali piani segheranno
adunque la superficie secondo altre dodici coniche, formanti analogamente sei coppie
situate in sei superficie di 2. grado di un fascio. Infatti, se le superficie
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S, 4+ 2. 8,=0
Ss+ 2. 5,=0
si segano secondo due coniche, per r =1, 2, 3, 4, 5, 6, indicate con
P,=0,Q.=0
le equazioni dei piani delle due coniche, si avrd I'identitd
Si+ NS+ 1 (Ss+ X, S)=P.Q,.
E, scritta ’equazione (2) della superficie I cosi:
(Si4 X S) Sy — (S5 + X, 89 S, =0,
questa, in viftil di quell’identitd, si mutera nella seguente:

(Sx + X, S2) (Sz + SA) —85P,.Q, =0,

la quale dice che i piani P, =0, Q, =0, oltre a dare le due coniche poste nelle super-
ficie di 2.0 grado S, + A\, S, =0, S;+ A, S, =0, segano F secondo altre due coniche
situate nelle due superficie di 2.0 grado

S2+P~rs4:07 SI+E’“1~S3:O,

ciascuna delle quali, variando 7, d& sei superficie d’uno stesso fascio.

In altre parole, anche le dodici nuove coniche formano sei curve di 4.° ordine (con
punto doppio in O) appartenenti ad una stessa serie. E siccome due curve di 4.° ordine,
appartenenti a serie diverse, s'incontrano sempre in quattro punti (oltre ad O), cosi cia-
scuna delle prime dodiei coniche incontra ciascuna delle altre dodiei.

6. Dall’esistenza di una conica St giacente su F e passante per O si pud subito
dedurre un’interessante trasformazione della superficie di 4.° ordine.

Le superficie S di 2.° grado che passano per §& e toccano in O il piano z = 0 formano
un sistema omaloidico, epperd somministrano una trasformazione birazionale del dato
spazio X in un altro ¥, i cui piani e le cui rette corrispondono ordinatamente alle super-
ficie S ed alle coniche & toccate in O dal piano z = 0 e seganti St in un secondo punto. *)
In qual superficie F' viene allora a trasformarsi la data F?

Ai punti in cui F' ¢ incontrata da una retta arbitraria dello spazio X' corrispondono
i punti di ulteriore intersezione di F con una conica ;i quali punti sono in numero di

*) Io ho gia adoperata questa trasformazione in altra occasione: Rendiconti dell’Istituto
Lombardo 9 marzo 1871 [Queste Opere, n. 88]. Veggasi anche: Annali di Matematica (Milano
1872), tom. V della serie seconda, pag. 142 e 143 (Queslo volume, pag. 307 e 308).
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2.4 —4 —1 =3, perché O assorbe gia 4 intersezioni e vi & poi un altro punto comune
a @ ed a $&. Dunque F' & una superficie di 3.° ordine.

Viceversa, se F' e St sono una superficie di 3.2 ordine ed una conica toccate in un
punto comune O da uno stesso piano z' = 0, e del resto quali si vogliano; trasformando
punto per punto lo spazio X' nello spazio ¥ per modo che ai piani di questo corrispon-
dano le superficie di 2.0 grado passanti per &' e toccanti in O' il piano « = 0; la super-
ficie I' si trasformera in una superficie analoga ad F. Infatti la nuova superficie

1.0 ¢ del 4.0 ordine, perché qualunque conica dello spazio ¥’ toccata in O' dal
piano 2 = 0 (e incontrata in un altro punto da St') avrd con F' altri quattro punti co-
muni;

2.2 hain O un punto doppio, perché ogni retta per O' incontra F' in altri due punti;

3.0 ¢ tagliata dal piano z = 0 secondo quattro rette incrociate in O, perché la su-
perficie F' contiene quattro punti di &' (oltre ad O');

4.0 & segata da un piano arbitrario per O secondo una curva (di 4.° ordine) di ge-
nere 1, epperd avente in O due punti doppi infinitamente vicini, perché un piano con-
dotto arbitrariamente per O' sega I' secondo una curva (di 3.° ordine) di genere 1.

7. Cid stabilito, la nota geometria della superficie generale di 8.° ordine F' sommi-
nistra immediatamente la geometria della nostra superficie F.

Alle 27 rette di I’ corrispondono in I altrettante coniche passanti per O e seganti
St in un secondo punto; le quali tra loro si segano o no, secondoché cid avviene delle
rette di F'.

Il piano di una qualunque di queste 27 coniche sega F lungo una nuova conica: que-
ste altre 27 coniche (passanti per O ma non incontranti altrove $&) corrispondono alle
coniche che si ottengono in F' mediante i piani condotti per O' e per le 27 rette.

11 piano di $it sega I secondo un’altra conica, la quale corrisponde al punto O', men-
tre St ha per corrispondente la curva razionale di 3.° ordine, sezione di F' col piano tan-
gente in O

Si hanno cosi, in ¥, 56 coniche tutte passanti per O e situate, due a due, in 28 piani.
Esse corrispondono alle 27 rette di I¥, alle 27 coniche passanti per O', al punto O' ed
alla sezione del piano tangente in O'.

8. In generale, la superficie F' non contiene altre coniche. Infatti, sia @ una co-
nica in I (distinta da &t). Il piano di  conterra un’altra conica di F, e se questo piano
passa per O, le due coniche si toccheranno in questo punto, con una tangente posta ne
piano z = 0. Percido @ incontra altrove al pilt in due punti una qualunque delle super-
ficie S. Ne segue che a @ corrispondera in X' una conica, una retta o un punto, secon-

doché & ha con $t 0, 1, 2 punti d’incontro, oltre ad O. Si hanno cosi le 27 4 27 41
coniche gia ottenute.
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Se @ non passa per O, pud avere con St 2, 1, 0 punti comuni, e quindi incontrera
una S qualunque in 2, 3, 4 punti fuori di $&. Nel primo caso a § corrisponderebbe una
conica di F' passante per due de’ quéttro punti in cui F' & incontrata da §t'; nel secondo
caso una cuhica passante per O' e ancora per due punti di §t'; nel terzo una curva di 4.°
ordine, avente un punto doppio in O’ e passante per due punti di §t'. Ora, queste curve
non sono possibili ©n generale, ritenuto cioé che la superficie F' e la conica St' siano
soggette alla sola condizione di toccarsi in O'. Infatti, in una superficie di 3.° ordine, i
sistemi di coniche, i sistemi di cubiche con un punto dato, e i sistemi di curve di 4.°
ordine con un dato punto doppio sono semplicemente infiniti: epperd non vi & aleuna
di queste curve che passi per due punti dati ad arbitrio.

9. Analogamente, F non ha, in generale, alcuna retta oltre le quattro gia notate
come esistenti nel piano 2 = 0. Infatti, in causa della posizione arbitraria di O' su F'
e di $t'rispetto ad F', questa superficie non ha rette passanti per O' od appoggiate a $t',
né ha coniche passanti per O' ed appoggiate a St

10. Ora, dalla nota rappresentazione piana di una superficie generale di 3.0 ordine
si pud subito dedurre quella della superficie di 4.° ordine dotata dell’'unico punto singo-
lare O. Sia F" il piano rappresentativo di F' e siano 1, 2, 3, 4, 5, 6 i sei punti fondamen-
tali della rappresentazione, onde le imagini delle sezioni piane di I’ saranno le curve di
3.2 ordine passanti peipunti 1 2 3 4 5 6. Supposto che in questa rappresentazioneil punto
M’ del piano F" sia I'imagine del punto M' di I, e che nella trasformazione quadratica
suesposta (§ 6) al punto M’ di F' corrisponda il punto M di F, rignarderemo M" come
imagine di M, e cosi sara rappresentata F punto per punto sul piano F".

Poiche i punti 1 2 3 4 5 6 rappresentano sei rette di F' e poiche allerette di F' corri-
spondono coniche di F, quei punti saranno ora imagini di altrettante coniche di F. Un’al-
tra conica di questa superficie, e precisamente quella che & in un piano con $&, avra per
imagine il punto O" imagine di O'. Invece di O" scrivero 0. E la conica §& sard rappre-
sentata dalla cubica 0°123456, poiché questa & I'imagine della sezione fatta in F' dal
piano tangente in O

Le rette che uniscono due a due i sei punti 123 45 6 e le coniche che li uniscono
cinque a cinque sono pure imagini di rette di I', epperd rappresenteranno coniche di F.

Le coniche di F' che passano per O'sono rappresentate dalle sei rette 01, 02, ..., dalle
quindici coniche 01234, 01235, ..., e dalle sei cubiche 0123456, 01223456, ...;
queste saranno adunque le imagini di altre ventisette coniche di F. Le coniche di F sono
percid rappresentate dai sette punti 0 1 23 45 6; dalle ventuna rette che li uniscono
due a due; dalle ventuna coniche che li uniscono cinque a cinque; e dalle sette cubiche
che passano per tutti e sette i punti, avendo un nodo in uno di essi.

11. Al punto O corrisponde la sezione fatta in F' dal piano di §t, la qual sezione

Cremona, tomo 111, 29
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contiene il punto O' e quattro punti di $&'. L’imagine di questa sezione sard dunque una
cubica 123456 contenente il punto 0 e quattro punti, che dird 7,8, 9, 10, imagini
de’ quattro punti di §t'. E siccome ai punti di $&'corrispondono rette dello spazio ¥, cosi
ne consegue che le quattro rette di F sono rappresentate, nel piano F", da quattro punti
7.8.9. 10, e che gli undici punti 0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10 sono tutti in una stessa
cubica (di genere 1), imagine del punto singolare O.

12. Cerchiamo ora le imagini delle sezioni piane di F, alle quali corrispondono le
intersezioni di F' colle superficie S' di 2.° grado toccate in O' dal piano ' = 0 e passanti
per la conica St'. Queste intersezioni avranno un punto doppio in O' e passeranno per
gli altri quattro punti comuni ad F' e §%'; percio le loro imagini in F', vale a dire le ima-
gini delle sezioni piane di F, sono curve di 6.° ordine

0. 1%, 2% 3% 4% 5% 6% 7. 8. 9. 10

aventi in comune sette punti doppi 0. 1. 2 ... e quattro punti semplici 7. 8. 9. 10 *).

13. Siccome ai piani per O corrispondono piani per O, cosi le imagini delle se-
zioni fatte in F con piani passanti pel punto singolare O sono le cubiche 0123456.
Ciascuna di queste cubiche & segata da tutte le altre in coppie di punti conjugati, che sono
le imagini delle coppie di punti di F' allineati con O". Se i due punti conjugati coincidono,
si ha I'imagine di un punto in cui F & toccata da un piano passante per O. Il luogo de’
punti analoghi & I'intersezione di I colla 1.2 polare di O, la quale si decompone nel piano
z =0 ed in una superficie di 2.° grado toccata in O da questo medesimo piano. A questa
superficie corrisponde in X' una superficie, pure di 2.0 grado, che tocca F' in O'; per-
cid 1’ imagine dell’intersezione & una curva di 6.0 ordine 0°1°2?3°4°5%6% la quale,
essendo il luogo de’ punti doppi delle cubiche 0123456, contiene eziandio le cop-
pie di puntiin cui le ventuna rette 01, 02,...,12, ..., 56 incontrano risp. le coniche
23456, 13456, ...,03456,..., 01234.

14. In generale, una qualunque delle superficie S di 2.0 grado tangenti in O al piano
z =0, avendo per corrispondente in X' una superficie dello stesso grado tangente ad
F'in O/, interseca F secondo una curva di 8.° ordine (e al pilt di genere 3) dotata di
un punto quadruplo in O, che ha per imagine una curva di 6.° ordine 0°1?223%425%6%
Viceversa, tutte le curve di 6.° ordine di questo sistema (sei volte infinito) sono imagini
di intersezioni di F con superficie S. E facile vedere che tra quelle curve di &.° ordine ve
ne sono infinite che si spezzano in due curve di 4.° ordine con punto doppio in O, e tra

*) Cfr. NOETHER, nelle Nachrichien di Gottinga, 7 giugno 1871. Il signor Noether &il primo,
per quanto io sappia, che abbia fatto conoscere questa superficie F in tutta la sua generalita.
Io ne aveva dato prima un caso particolare: Nachrichten, 3 maggio 1871 [Queste Opere, n. 83)].
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queste ve ne sono, in numero finito, che constano di quattro coniche (incrociantisi in O).

Indichiamo con a uno qualunque de’ sette punti0 1 2 3 4 5 6. Le rette per un punto
a rappresentano curve di 4.° ordine con punto doppio in O; e curve affatto analoghe sono
rappresentate dalle curve di 5.0 ordine che passano semplicemente per quel punto a e
doppiamente per gli altri sei. E siccome una di quelle rette ed una qualunque di queste
curve di 5.0 ordine costituiscono insieme una curva di 6. ordine 0°1°223%*4%5%6% cosi
le due curve gobbe di 4.0 ordine, di cui quelle sono le imagini, giacciono in una stessa
superficie S di 2.0 grado; e quel fascio di rette e quel fascio di curve di 5.0 ordine rap-
presentano due serie di curve generatrici della superficie F, gid da noi considerate
altrove (§1, 4).

Ciascuno de’ punti a da cosi due serie conjugate di curve gobbe di 4.° ordine con punto
doppio in O. Anche le coniche per quattro punti a e le curve di 4.° ordine passanti sem-
plicemente per questi e doppiamente per gli altri tre rappresentano due analoghe serie
conjugate di curve gobbe di 4,0 ordine. E lo stesso deve dirsi di due fasci formati I'uno
dalle cubiche passanti per cinque punti a ed aventi un nodo nel sesto, ’altro dalle cubi-
che passanti per quei medesimi cinque punti ed aventi un nodo nel settimo.

Per tal modo si ottengono:

7.6  7.6.5
Tyt =%
coppie di serie conjugate di curve gobbe di 4.° ordine con punto doppio in O. E poiché
(§ 4) due serie conjugate corrispondono ad una generazione della superficie mediante
due fasci projettivi di superficie di 2.0 grado (tutte toccantisi fra loro in O), cosi possiamo
dire che F ammette questa generazione in 63 maniere differenti *).

15. Come gia si & veduto (§ b), una serie di curve gobbe di 4.° ordine ne contiene
sel spezzantisi ciascuna in due coniche (poste in piani diversi); cid che del resto & imme-
diatamente confermato dalla rappresentazione piana F". E siccome due curve gobbe
appartenenti a serie conjugate sono in una stessa superficie S di 2.° grado, cosi vi seno
superficie S di secondo grado che segano F secondo quattro coniche. E queste superficie
sono pur conjugate due a due. Infatti, se quattro piani segano I secondo quattro coniche
situate insieme in una superficie di 2.° grado, anche la rimanente intersezione, formata
dalle altre quattro coniche poste in que’ quattro piani, giacerd in una superficie di 2.
grado. Quale & il numero di coteste superficie S seganti F secondo quattro coniche?

*) Cfr. STEINER, Eigenschaften der Curven vierten Grades riicksichtlich ihrer Doppeltangen-
ten — e HESSE, Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung, nel Giornale di CRELLE,
tom. 49.
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Le coniche incontrate in un punto, oltre ad O, da una data conica sono (§ 7) in nu-
mero di 27: ossia una data conica fa parte di 27 diverse curve gobbe di 4.° ordine.

Per due coniche aventi, oltre ad O, un punto comune, passano cinque superficie S
ciascuna delle quali contiene altre due coniche. Infatti: quelle due coniche, come compo-
nenti una curva gobba di 4.° ordine, appartengono ad una delle 2.63 serie (§ 14), e questa
serie (§ 4) contiene altre 5 paja di coniche, i piani delle quali segheranno F secondo altre
b paja che appartengono alla serie conjugata. E siccome due curve gobbe di 4.° ordine
appartenenti a due serie conjugate sono sempre situate in una stessa superficie S di 2.°
grado, cosi, prendendo ad arbitrio un pajo dal primo gruppo di paja ed un pajo dal se-
condo gruppo, si avranno quattro coniche situate in una stessa superficie di 2.° grado.

Da cid segue che per una data conica di F passano % = 45 superficie S di 2.° grado
ciascuna delle quali sega F secondo tre altre coniche. Il che si pud anche dedurre dal no-
tissimo teorema che la superficie generale F' ha 45 piani tritangenti: ai quali piani cor-
rispondono superficie di 2.0 grado passanti per St e seganti F in altre tre coniche. Ora
St & una qualunque delle 56 coniche di F; dunque, ecc.

11 numero totale delle superficie S contenenti quattro coniche di F & adunque

b6. 45

= 630,
conjugate due a due, chiamando, come gia s’ detto, conjugate due superficie S le cui otto
coniche giacciano, due a due, in quattro piani. Percid possiamo concludere che si hanno
315 coppie di superficie S conjugate.

16. La superficie F contiene infinite curve gobbe d’ordine 6 e genere 3, le quali for-
mano due sistemi triplamente infiniti, Quelle di un sistema sono rappresentate sul piano
F" (§ 10) dalle curve di 4.° ordine 0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10; quelle dell’altro dalle
curve di11.0 ordine 1% 24 3% 44 5% 6% 7. 8. 9. 10. Le une e le altre passano pel punto
0. Due curve di diversi sistemi giaceiono in una stessa superficie di 3.° ordine e si segano
in altri dodici punti. Due curve di uno stesso sistema hanno invece soltanto cinque punti
comuni, oltre ad O.

Ciascuno dei due sistemi contiene una rete di curve razionali, per le quali O & un punto
triplo. Le imagini di esse deduconsi dalle imagini dianzi riferite, staccando da queste la
cubica

0.1.2.3.4.5.6.7.8.9.10

che rappresenta il punto O: ossia supponendo che le superficie seganti di 3.° ordine, non
solo passino per O, ma ivi toechino il piano z = 0. Allora si hanno per imagini delle curve
razionali di 6.0 ordine, nell’'un sistema le rette del piano F', nell’altro le curve di 8.°
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ordine 0°1323324°5%6°. Due curve razionali di uno stesso sistema si segano in un solo
punto; due curve di sistemi differenti in otto punti, oltre ad O.

17. Mediante la trasformazione quadratica (§6) adoperata sinora si potrebbe con-
tinuare a dedurre proprietd della superficie F dalla nota teoria della superficie generale
di 3.0 ordine F'. Per ora io non addurrd che la costruzione geometrica della rappresen-
tazione piana.

Per la superficie F', assunte in essa due rette a,, a, che non si seghino, i punti di
F' si possono projettare su di una superficie di 2.0 grado §' che passi per a,, mediante
raggi appoggiati alle direttrici a,, a,. Con cid i punti delle superficie F' ed S’ sono messi
in corrispondenza univoca.

Passiamo ora ad F; prendiamo in essa due coniche @,, @, non segantisi all’infuori
di O, e sia $& una conica che incontri tanto ¢, quanto @, in un secondo punto, dopo
O *). Sia poi P il pianc di @,. Per un punto qualunque M di F si pud condurre una (ed
una sola) conica $5 la quale passi per O, ivi tocchi @ ==0 ed altrove incontri ancora
le tre coniche $%, @,, @,. Infatti: la conica $% sard ’ulteriore intersezione di due super-
ficie di 2.0 grado passanti per S% e per M, toccanti in O il piano =0 e condotte I'una
per @&, l'altra per @,. La conica $8 incontra il piano P in un unico punto M,, poiché
gia lo attraversa in O. Viceversa, assunto ad arbitrio un punto M, in P, costruendo la
conica (unica) $5 che tocca z =0 in O, passa per M, e inconira $t, &,, &, si otter-
rebbe univocamente il punto M nell’unica intersezione di $ con F (unica, perché gia
quattro intersezioni sono riunite in O e altre tre cadono risp. in %, @,, &,).

Per tal modo sono riferite fra loro, punto per punto, mercé una projezione nella quale
i raggi projettanti sono coniche, la superficie di 4.° ordine F e il piano P. Da questa rap-
presentazione piana di F si deduce poi, con note trasformazioni, la rappresentazione
d’ordine minimo: quella ciod nella quale le imagini delle sezioni piane di ¥ sono curve
di 6.0 ordine con 7 punti fondamentali doppi e 4 semplici.

Roma, giugno 1881.

*) Per esempio, siano @,, @, le coniche rappresentate in F' dai punti 1, 2, e sia § la
conica avente per imagine la retta 12.
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COMMEMORAZIONE DI H. J. S. SMITH.

Atti della B. Accademio dei Lincei, Transunti, serie IIl, volume VII (1882-83), pp. 162-163.

Il socio CrEmonA fa una breve e affettuosa commemorazione dell’illustre matema-
tico Henry Joun STEPHEN SmitH, professore di geometria (dal 1861) all’Universita
di Oxford. Egli era nato a Dublino nel 1826 e mori a Oxford il 9 febbraio u. p. fra il com-
pianto degli innumerevoli amici, ai quali era sommamente caro per le rare e bellissime
doti dell’ingegno e dell’animo. Gli seritti di SmitTe sono inseriti nel Cambr. and Dub.
Math. Journal, nei Reports della British Association, nelle Phil. Transactions e nei Pro-
ceedings della Royal Society, nei Proceedings della London Mathematical Society, nel
Messenger of Mathematics, nel Giornale Matematico di CRELLE, negli Annali di Mate-
matica (di Milano), negli Atti della R. Accademia dei Lincei (1877), ecc. Devonsi a lui
uno stupendo Rapporto sulla teoria dei numeri, presentato all’Associazione Britannica
negli anni dal 1859 al 1865, ed una bella introduzione alla raccolta delle opere di CLIFFORD.
Le memorie di Smitn si riferiscono ai pilt ardui problemi della teoria dei numeri, della
teoria delle funzioni ellittiche e della geometria moderna; contengono risultati nuovi
della pihi alta importanza e sono scritte con tale perfezione di forma che appena si riscon-
tra nelle opere di Gauss. Per la sua somma modestia SmiTa non era forse cosi general-
mente conosciuto fuori d’Inghilterra come meritava; ma senza dubbio la storia lo col-
lochera fra gli womini pilt eminenti del suo tempo. La sua morte in etd ancor fresca e
nel pieno sviluppo della sua attivita & una perdita irreparabile per la scienza.

L’oratore si onora d’aver conosciuto personalmente Smrta in Oxford nel 1876 e d’a-
verlo riveduto due anni dopo in Roma.

Interessantissime notizie della vita e degli seritti di SmiTH si possono leggere nel 7%-
mes del 10 e del 12 febbraio, nel Nature del 22 e nell’ Academy del 17 d. m. Queste due
ultime commemorazioni sono dovute a W, SPorTISWoODE, l'illustre Presidente della
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Royal Society ed a J. W. L. GLAISHER, 'operosissimo matematico del Trinity College
di Cambridge.

Noi ci associamo al voto di codesti egregi serittori, che le opere di SmitH edite ed ine-
dite siano raccolte e pubblicate in collezione, come gia fu fatto (per parlare della sola
Granbretagna) delle opere di GREEN, Mac CurLaGH, GREGORY, LESLIE ELL1s, MACQUORN
RANKINE e CLIFFORD, con immenso vantaggio degli studiosi.

11 socio CrEmoNA finisce deplorando che Pillustre matematico di Oxford sia morto
prima che I’Accademia potesse annoverarlo tra i suoi membri.
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CENNO NECROLOGICO DI W. SPOTTISWOODE.

Atti della R. Accademia dei Lincei, Transunti, serie 11, volume VII (1882-83), pp. 308-309.

Sono trascorsi poco pilt di due mesi dal giorno (5 maggio) che WiLLiam SPOTTISWOODE,
venuto con la consorte in Italia per un breve viaggio di diporto, sedeva qui fra noi e ci
leggeva una sua Memoria matematica che doveva essere I'ultima sua fatica scientifica.
Ora egli gia da una settimana dorme 1’eterno sonno nelle tombe illustri di Westminster
Abbey! To non dimenticherd mai 'ospitalitd trovata in seno alla sua degna famiglia,
nel settembre 1876, nella sua magnifica villa di Combe-Bank presso Sevenoaks; e pa-
recchi altri fra noi lo hanno pur conosciuto o a Londra, o a Parigi, o altrove, in aleuno
de’ suoi frequenti viaggi sul continente. Nessuno lo ha avvicinato senza amarlo; egli
tant’alto locato per ricchezza di censo e per posizione sociale, aveva tanta semplicita e
modestia di modi!

SPOTTISWOODE era nato a Londra, 1’11 gennaio 1825, da antica famiglia scozzese che
aveva dato uomini d’egregia fama non solo alla Scozia ma anche all’America. Studid
a Eton, a Harrow ed a Oxford nel Balliol College. Lasciato Oxford, ebbe ad occuparsi
delle faccende del Queen’s Printing Office, di cui era direttore suo padre; ma, malgrado
gli affari, non cessd mai d’oceuparsi di studi, prediligendo le matematiche, la fisica e le
lingue orientali. Dotato d’eccezionali qualitd organizzatrici, non solo riordind e fece fio-
rire la sua azienda, ma rese eminenti servigl alla Royal Society, alla British Association,
alla London Mathematical Society ed alla Royal Institution.

Le sue prime pubblicazioni scientifiche furono le Meditationes analyticae (London
1847) e gli Elementary Theorems relating to Determinants (London 1851); ma di lui si
hanno poi circa 90 memorie, delle quali un terzo appartenenti alla fisica, e pilt di 50 a
diverse parti delle matematiche, ch’egli trattava in modo da meritarsi che un carissimo
amico, T. A. Hirst, lo chiamasse Iincarnazione della simmetria: le quali memorie si tro-
vano inserite nel Philosophical Magazine, nel Cambridge and Dublin Mathematical Jour-
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nal, nel Quarterly Journal of Mathematics, nel Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik (di CreLLE), negli Annali di scienze matematiche e fisiche (di TorrorINI),
nei Proceedings della Royal Society, della Royal Geographical Society, della Royal In-
stitution, della Musical Society e della London Mathematical Society, nelle Philosophi-
cal Transactions, nel Royal Asiatic Society Journal, nelle Memorie della Royal Astro-
nomical Society, nei Reports della British Association, nei Comptes Rendus dell’Acca-
demia delle scienze di Parigi e da ultimo negli Atti della nostra Accademia.

A SroTTISWOODE furono concessi i piti grandi onori che un womo di scienza in Inghil-
terra possa ottenere: la presidenza della Societd Reale negli ultimi anni di sua vita, e,
dopo morte, la tomba nell’abbazia di Westminster, dove gid da cirea tre secoli riposa
un altro SPOTTISWOODE, arciveseovo di St. Andrews.

Nel Nature del 26 aprile 1883 si legge una biografia di SPorTISWO0ODE colla lista delle
sue pubblicazioni, meno I'ultima, di data posteriore, presentata ai Lincei. Il Daily News
del 6 luglio da la deserizione dello splendido funerale ch’ebbe luogo il 5: da essa si rileva
in qual modo eccezionalmente solenne il Governo, il Parlamento, i rappresentanti delle
Universita e delle grandi Istituzioni scientifiche e gli uomini pilt insigni dell’Inghilterra
abbiano reso gli ultimi onori all’eminente scienziato che lascia tanto desiderio di sé, nel
Regno unito e nel Continente.

Possa questa comunanza di lutto essere di qualche conforto all'egregia vedova ed ai
figli del caro e indimenticabile SpoTTIsSWoODE!



