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INTRODUCTION

Avant d’aborder U'examen détaillé de mes travaux, qui se rattachent presque
tous & la théorie des fonctions de variables réelles, je veux, dans cetle introduction,
rappeler le prodigieux essor pris par celte théorie durant ces trente derniéres annces,
malgré les préventions qui s’élevaient contre clle; car je crois bien que mon prin-
cipal titre est d’avoir été I'un de ceux qui, en diminuant singuliérement ces préven-
tions, ont contribué¢ a cet essor et peut-étre celui qui a le mieux montré quelles
ressources puissantes pour le progrés des parties méme les plus classiques des
mathémaltiques pouvaient étre obtenues par I'examen patient et prolongé des pro-
priétés des fonctions de variables véelles.

Pour bien montrer 1'état des esprits au moment ot j'ai commencé mes recher-
ches, j'indiquerai certaines résistances que j’ai rencontrées; tous ceux qui se sont
consacrés au méme genre d’études ont rencontré des résistances analogues. Je puis
le faire sans scrupule, car il ne s’est jamais agi que de conflits d’idées, et j'ai tou-
jours trouvé la plus grande bienveillance personnelle chez ceux-la méme & qui mes
travaux étaient le moins sympathiques.

En 1899, javais remis & M. Picard une Note [42] (*) sur les surfaces non réglées
applicables sur le plan; Hermite voulut un instant s’opposcr a son insertion dauns
les Comptes Rendus de V'Académie; M. Picard dut défendre ma Note. On sait com-
bien, cependant, Hermite était bienveillant et prodigue d’éloges, mais ¢'était a peu
pres I'époque on il écrivail a Stieltjes : « Je me détourne avec effroi et horreur de
cette plaie lamentable des fonclions qui n'ont pas de dérivées », et il aurait voulu
voir exclues du domaine des mathémaliques toutes les recherches ot ces horrifiques
fonctions intervenaient. Or, dans ma Note, je considérais des fonctions qui n’avaient
pas, nécessairement une dérivée. Pour beaucoup de mathématiciens, je devins
homme des fonctions sans dérivée, encore que, & aucun rnoment, je ne me sois
attaché & I'étude et & la considération de ces fonctions. Lt; comme horreur que
manifestait Hermite était ressentie par presque tous, dés que j'essayais de prendré

part & une conversation mathémalique il se trouvait un Analyste pour me dire :

(1) Les nuwnicros entre crochets renvoient a la lisle des publicalions.
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« Cela ne pent vous intéresser. il s’agit de tonctions ayant une dérivée », el un
Géometre pour répéter en son langage : « Nous nous occupons de surfaces ayant un
plan tangent ».

Darboux avait consacré son Mémoire de 1875 & lintégralion et aux fonctions
sans dérivée; il ne ressentait donc pas la méme horreur qu’Hermite. Pourtant, je
doute qu’il w’ait jamais pardonné entiérement ma Note sur les surfaces applicables:.
pendant longtemps, il ne s’intéressa guére a mes Mémoires sur 'intégration qui, en
un cerlain sens, prolongeaient cependant le sien. On raconte gu’en 1875, Darboux
fut quelque peu blimé de s’8tre laissé aller & étudier de pareilles questions; soit &
cause de ces remontrances, soit plutél a cause de la beauté et de I'importance des-
problémes qu’il a ensuile abordds, Darboux ne fit pas d'autre incursion davs le
domaine des fonctions non analyliques. Les*résultats si nombreux et si élégants
qu’il a obtenus ailleurs T'ont sans doute conduit, d’abord, & se féliciter d’avoir aban-
donné I'étude des fonctions générales de variables réelles, ensuite & considérer que
ceux qui ¥’appesantissaient dans cette étude perdaient leur temps au licu de le con--
sacrer & des recherches utiles.

Bien que, d'un certain point de vue théorique, toute recherche consciencieuse
soit utile, I'histoire des Sciences nous montre que de nombreuses éludes ne le furent.
pas pratiquement, parce qu'elles ne vinrent pas & leur heure. On s’accordait généra-
lement & trouver prématurée I'étude des fonclions de variables réelles.

M. Borel, qui a toujours beaucoup espéré de la théorie des ensembles, a été, jer
crois, le premier & penser que mes travaux auraient une utilité en quelque sorle
pratique. 11 I'a, en tout cas, pensé bien avant moi; je me vois encore hésilant avant
de me décider & présenter, comme thése de Docloral, le Mémoire ot j’ai abordé
presque toutes les recherches que j'ai développées par la suite. Je sentis bien, dés
le début, que de telles études étaient utiles; je n’aurais su dire.dans queile mesure
elles Iétaient. Un peu plus tard, en 1903, j’insistais sur la nécessit¢ de ces études
dans la préface de mes Legons sur Ulnlégralion. Dans une analyse de ce livre,
M. Picard, tout en m’encourageant comme il I'a toujours fait depuis le premier
jour, laissait percer quelque inquiétude au sujet des exagérations possibles de la
tendance que je représentais.

Plus tard encore, en 1goq, pour ceux qui continuaient a contester I'utilité de mes
travaux, M. Painlevé, & occasion d’une importante communication de M. Denjoy,
écrivait dans les Comples Renduas : « 11 convient de signaler le rdle joué¢ dans ce
résultat, par Pextension, due & M. Lebesgue, de Vintégrale définie. Grice & cette
opération, que nombre de géométres trouvaient artificielle et trop abstraite, une
question naturelle, une question fondamentale, qui restait indécise & 'entrée de la
théorie des fonctions uniformes, est aujourd’hui tranchée. »

Ces préventions contre les ¢tudes sur les fonctions de variables réelles, si répan-

dues que je les ai retrouvdes presque chez tous — chez ceux qui avaient fait de
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stelles études, chez ceux qui m'avaient conslamment encouragé, ainsi que chez moi-
méme — élaient-elles entiérement dépourvues de fondement? Jusqu'a ces derniers
temps, la plupart des travaux sur les [onctions réelles, ceux concernant les séries
Arigonomdétriques exceplés, se réduisaient & des remarques, parfois trés ¢légantes,
mais sans lien, ne formant nul corps de doctrines et nayant servi pratiquement A
rien.

D’une part, beaucoup d’énoncés étaient négalifs : grice & des exemples, souvent
trés ingénieux, on prouvait que telle définition, que telle propriété, qui semblait
_générale, ne Uest pas en réalild, et cela conduisait & des fonctions effarantes. On
pouvait donc prétendre, non sans apparence de raison, qne ces recherches avaient
quelque chose de déprimant, qu'elles élaient une école de doute et non d’action;
qu’au lieu de dire aux jeunes, préts & s’élancer avec fougue : « Le terrain vous parait
stir, mais atlention ! en réalité les obstacles et les précipices y abondent », il elit ¢té
préférable de pouvoir leur dire : « La ot vous ne voyez qu’obstacles ot précipices,
je vais vous montrer le terrain str. »

On cherchait bien, d’autre part, des énoncés posilifs, Mallieurcusement, une
propriété ou une définition ayant été reconnue spéciale, cherchait-on 4 la générali-

ser, qu'on aboutissait trop souvent & une notion certes nouvelle, mais ne servant a

rien d’aulre qu’a étre définie; tel avait été le cas pour la notion, cependant si natu-
relle, d'intégrale par exceés ou par défaut, due & Darboux. Cherchait-on les fonctions
les plus générales possédant une certaine proprié¢té ou auxquelles s'appliquait une
certaine définition, qu’on aboutissait & une classe de fonclions, variable avec la pro-
priété ou la définition envisagée, el qui, par suite, ne pouvait s'introduire naturei-
lement dans aucunc recherche; tel avait ¢té le cas pour la classe des fonctions inté-
grables au sens de Riemann.

On en était encore & la phase observation; on explorait I'amas désordonné des
fonctions pour y découvrir des catégories intéressantes, mais, comme on ne savait
pas expérimenter sur les fonctions, c'est~a-dire calculer avec elles, s’en servir,
on manqguait totalement de critéres pour juger qu'une catégorie ¢élait intéressante.
Sans nier la portée que pourraient avoir plus tard les diverses recherches auxquelles
_je viens de faire allusion — ¢t qu’elles ont en cffet maintenant — on pouvait donc
penser qu’il y avait plus pressé et qu’il convenait de suspendre ces recherches jus-
qu'au moment ou leur nécessité s’imposerail.

En dépit de l'indifférence et parfois de l'opposition manifestées a V'égard de la
théorie des fonctions de variables réelles, cette théorie se consliluait sans qu'on 8’en
rendit comple, grice aux études spéciales, mais peul-&ire surtout grice a analyse
classique. De plus en plus souvent, en effet, il arrivait, comme cela s’était produit
autrefois pour les séries trigonométriques, que U'on rencontrait des fonctions dont
Panalylicité wavait pas besoin d'étre supposée. 1l en est ainsi, par exemple, dans

Tétude des solutions des équations différenticlles faites par la méthode de Cauchy-
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Lipschitz ou par celle des approximations successives de M. Picard; dans la plupart
‘des solutions du probléme de Dirichlet et des problémes analogues; dans la réso-
lution des équations intégrales. Parfois, certaines des données ou des solutions
pouvaient étre ou méme élaient nécessairement des fonclions discontinues; il en est
ainsi pour les deux derniers problémes que je viens de citer, pour certaines ques-
tions d’hydrodynamique ou du calcul des variations; d’autres fois, comme dans
une question étudi¢e par M. Borel, la solution est bien continue, mais elle est né-
cessairement non analytique. On se familiarisait ainsi avec cette idée qu'une discon-
tinuité, une singularité n’est pas nécessairement une monstruosité.

D’autre part, des recherches comme celles de Poincaré sur la forme des inté-
grales rcelles des équations différentielles, ou celles de M. Hadamard sur les géodé-
siques, montraient quelles conséquences lointaines et importantes pouvaient résulter
du fait qu'une fonction réelle posséde ou non une certaine propriété. On apprenait
ainsi lentement & regarder ces fonctions réelles, a discerner qu’a leur sujet, tout
aussi bien qu’'au sujel des fonctions analytiques, bien des questions fondamentales
devaient étre posées. La méthode directe du calcul des variations, a laquelle reste-
ront attachés les noms d’Arzeld et de M. Hilbert, U'étude des développements déduits
de I'équation de Fredholm allaient poser nombre de ces problémes.

On se trouvait d’ailleurs, et depuis peu de temps, en possession d'un outil indis-
pensable : la théorie des ensembles de points. Dés le début de celte théorie, Cantor,
du Bois-Reymond, par exemple, en firent des applications aux fonctions réelles.
C’est cependant surtout dans I'étude des fonctions de variable complexe qu’on I'avait
ulilisée; les auteurs & citer seraient nombreux depuis M. Mittag-Leffler jusqu’a
Poincaré, jusqu’a MM. Borel, Goursal, Painlevé, par exemple.

I.es modes de raisonnement qui intervenaient dans ces recherches furent, dans
la suile, appliqués a la théorie des fonctions de variables réelles. Cest pourquoi,
avant d’avoir rien publié sur les fonctions de variable réelle, M. Borel avait déja
rendu les services les plus éminents a la théorie de ces fonctions en introduisant
des notions, comme celle de mesure, donl le rdle a été capital et surtout en inau-
gurant certains modes de raisonnements, par exemple en nous apprenant qu'on
peut souvent utiliser un ensemble dénombrable exactement comme s’il ne contenait
quun nombre fini d'objets [6]. »

En osant incorporer certaines parties de la théorie des ensembles dans son cours
de I'Ecole Polytechnique, Jordan réhabilitait en quelque sorte cette théorie; il affir-
mait qu’elle est une branche utile des mathématiques. 11 faisait plus que laffirmer,
il 1e prouvait par ses recherches sur la mesure des aires el des ensembles, sur I'inté-
gration qui, comme ses études sur la rectification des courbes, sur les séries trigo-
nométriques, sur U'analysis situs, ont si bien préparé certains travaux, les miens en
particulier.

M. René Baire ful le premier & consacrer toule son activité mathématique a la
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théorie des fonclions de variables réelles; il sut y trouver le sujet de recherches
longues et fondamentales. On ne dira jamais assez 'importance des travaux de ce
savant dans la genése du mouvement actuel; ¢’est 4 sa fine analyse que nous devons
de savoir discerner tant de propriétés qualitatives des fonctions, et les faire inter-.
venir dans nos raisonnements. De plus et surlout, M. Baire a établi une sorte de
hiérarchie des fonctions; les fonctions qu’il a ainsi classées, les fonctions de Baire,
comme les appelle M. de la Vallée Poussin, comprennent toutes celles qu’on avait
nommées jusque-1a, méme ces fonctions si élranges qu’on avait formées comme
exemples des singularités les plus inattendues. L'importance des fonclions analyti-
ques vient de ce qu’elles forment une famille cohérente en ce sens que, lorsqu'on
caleule & partir de fonctions de cetie famille, on obtient comme résultat une fonc-
tion de la méme famille, du moins le plus souvent. Les fonctions de Baire forment
une famille cohérente au méme titre; pour elles, la propriélé indiquée ne souflre
méme plus d’exceplion. Dans bien des questions, il n’existe aucune famille naturelle
de fonclions plus vaste que celle des fonclions analytiques et moins vasle que celle
des fonctions de Baire.

On pe‘nt‘ dire que Panalyse classique visait surtout I'étude des fonctions analyti-
ques; I'étude des fonclions de Baire est le domaine de Vanalyse moderne. Les tra-
vaux qui se rapportent a cette nouvelle analyse se rangent cn deux catégories :
lravaux relatifs a la représenlation des fonctions, travaux relatifs aux calculs sur les
fonctions. Les beaux Mémoires de M. Baire appartiennent a la premiére catégorie;
apreés lui, je me suis occupé aussi de ces questions, mais c'est seulement de ceux
de mes travaux qui se rangenl dans la seconde catégorie que je parlerai ici.

Jai dit qu’on ne savail pas calculer avec les fonctions générales; on savait bien,
J(x) étant donnée pour x == x,, utiliser le nombre f(x) dans une addition, par

exemple; mais cela c’est calculer sur un nombre et non sur une fonction, c’est faire

de I'algthre et non de l'analyse. Les opérations portlant vraiment sur les fonctions,
celles ot les fonctions interviennent comme un toul et non commnie un catalogue
de nombres a uliliser successivement, les opérations fonctionnelles comme on les

appelle, font intervenir simullanément loules les valeurs d’une fonction. L’intégra-
‘ b
tion ct la dérivation sont des opérations fonctionnelles; pour calcnlerf f(x)de,
a

il faut connaitre f(x) depuis @ jusqu'a b; pour calculer ['(x), il faut connaitre f(x)
depuis x,— h jusqu'd w, + k.

Leibniz et Newton ont fondé I’Analyse parce qu’ils ont défini I'inlégralion et la
dérivation. Toules les opéralions fonclionnelles qui se sont ensuile introduites déri-

vent de ces deux 14, et c’est pourquoi on continue souvent & diviser le calcul infini-
tésimal cn calcul différentiel et en calcul intégral.

Pour que des fonctions puissent servir & quelque chose, pour qu'on puisse calcu-

ler avec elles, il fautl avoir défini des opérations fonctionnelles qui 8’y appliquent,
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